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1.  Allgemeine  Statik. 

Bekanntlich  lassen  sich  alle  Entwickelungen  der  Statik  auf 
den  Satz  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  als  gemeinschaftliches 
Princip  zurückführen.  Bezeichnet  P die  Intensität  einer  Kraft, 
ds  eine  beliebige  unendlich  kleine  Verrückung  ihres  Angriffspunc- 
tes,  welche  jedoch  mit  den  Bedingungen  verträglich  sein  muss, 
denen  die  Lage  desselben  unterworfen  ist;  heisst  ferner  © der  Win- 
kel zwischen  den  Richtungen  von  P und  ds,  so  ist  P cos.  © ds  das 
Product  aus  der  Kraft  in  die  Projeciion  der  Verrückung  des  Punc- 
tes  auf  die  Richtung  der  Kraft,  oder  auch  das  Product  aus  der  Ver- 
rückung des  Punctes  in  die  ihrer  Richtung  parallele  Componente 
i der  Kraft,  welches  Product  das  virtuelle  Moment  der  Kraft  P genannt 
wird*  Dasselbe  ist  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  der  Winkel  © 
spitz  oder  stumpf  ist,  oder  je  nachdem  die  Fortrückung  nach  der 
Richlung  der  Kraft  in  dem  Sinne  der  Kraft  oder  diesem  entgegen 
geschieht.  Nach  dem  Satze  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  muss, 
; für  das  Gleichgewicht  eines  Systems,  die  Summe  der  virtuellen 
Momente  für  jede  virtuelle  Verrückung  der  Puncte  gleich  Null 
i sein.  Diese  gewöhnliche  Aussage  ist  hinreichend,  wenn  zwischen 
i den  Coordinaten  der  Puncte  Bedingungsgleichungen  Statt  finden, 
i die  auf  keine  Weise  verletzt  werden  dürfen,  also  wenn  die  Puncte 
‘ genöthigt  sind,  auf  gewissen  Flächen  zu  bleiben,  die  entweder  um* 
j mittelbar  gegeben  sind,  oder  die  man  aus  den  Bedingungsgleichungen 
s des  Systems  erhält,  wenn  man  in  diesen  nur  die  Coordinaten  ei- 
nes Punctes  als  veränderlich  betrachtet.  Um  auch  sogleich  solche 
Fälle  zu  umfassen,  in  welchen  Puncte  nur  auf  gegebenen  Flächen 
i so  liegen,  dass  sie  sich  von  ihnen  nach  einer  Seite  entfernen  kön- 
nen, drückt  Gauss  den  Satz  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  so 
i aus,  das  die  Summe  der  virtuellen  Momente,  für  jede  zulässige 
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virtuelle  Bewegung,  für  das  Gleichgewicht  gleich  Null  oder  nega- 
tiv sein  muss,  also  nie  einen  positiven  Werth  erhalten  darf.  In 
der  That  ist,  wenn  ein  Punct  auf  einer  Fläche  liegt,  von  welcher 
er  sich  nach  einer  Seite  in  der  Richtung  der  Normale  entfernen 
kann,  das  virtuelle  Moment  des  Widerstandes  der  Fläche,  für  eine 
Verrückung  des  Punctes  in  der  Richtung  der  Normale,  offenbar 
positiv,  weil  die  Verrückung  nur  in  dem  Sinne  des  normalen  Wi- 
derstandes geschehen  kann;  und  da  es  in  Verbindung  mit  den  vir- 
tuellen Momenten  der  übrigen  auf  den  Punct  wirkenden  Kräfte 
die  Summe  Null  geben  muss,  wenn  der  Punct  im  Gleichgewicht 
sein  soll,  so  muss  für  diese  normale  Verrückung  die  Summe  der 
virtuellen  Momente  der  übrigen  Kräfte  negativ  sein;  eine  Bemer- 
kung, welche  sich  leicht  auf  ein  System  übertragen  lässt  und  da-  l 
durch  den  obigen  Ausdruck  liefert. 

Im  4ten  Bande  des  Crelieschen  Journals  für  Math.  (S.  232.) 
hat  Gaus  das  Grundprincip  der  Mechanik  in  einer  neuen  Form 
dargestellt,  welche  unmittelbar  die  Bewegung  wie  das  Gleichge- 
wicht umfasst,  nämlich  in  folgender:  Die  Bewegung  eines  Sy- 
stemes  irgendwie  mit  einander  verbundener  Puncte  geschieht  in 
jedem  Augenblicke  in  möglich  grösster  Uehereinstimmung  mit  der 
freien  Bewegung,  oder  unter  möglich  kleinstem  Zwange,  indem 
man  als  Maass  des  Zwanges,  den  das  ganze  System  in  jedem  Zeit- 
theilchen  erleidet,  die  Summe  der  Producte  aus  dem  Quadrate 
der  Ablenkung  jedes  Punctes  von  seiner  freien  Bewegung  in  seine 
Masse  betrachtet. 

Sind  nämlich  m,  m',  m",  ...  die  Massen  der  Puncte;  a,  a',  a", 

, . . ihre  Orte  zur  Zeit  t;  b,  b',  b",  . . . die  Orte,  welche  sie  nach 
der  unendlich  kleinen  Zeit  dt  in  Folge  der  während  dieser  Zeit 
auf  sie  wirkenden  Kräfte  und  der  zur  Zeit  t erlangten  Geschwin- 
digkeiten und  Richtungen  einnehmen  würden,  falls  sie  alle  voll- 
kommen frei  wären;  so  werden  die  wirklichen  Orte  c,  c',  c", . . . f 
diejenigen  sein,  für  welche,  unter  allen  mit  den  Bedingungen  des 
Systems  vereinbaren,  m (bc)2  + m'  (b'c')2  + m"  (b'c")2  + . . . 
ein  Minimum  wird. 

Das  Gleichgewicht  ist  offenbar  nur  ein  einzelner  Fall  dieses 
allgemeinen  Gesetzes,  und  die  Bedingung  dafür,  dass  m(ab)a  -J- 
m'  (a'b')2  H-  . . . selbst  ein  Minimum  sei,  oder  dass  das  Beharren  des 
Systems  im  Zustande  der  Ruhe  der  freien  Bewegung  der  einzelnen 
Puncte  näher  liege,  als  jedes  mögliche  Heraustreten  aus  demselben. 
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Die  Ableitung  dieses  Princips  aus  dem  Satze  der  virtuellen 
Geschwindigkeiten  geschieht  mit  Hülfe  des  d'Alembertschen  Prin- 
cips auf  folgende  Weise: 

Die  auf  den  Punct  m wirkende  Kraft  ist  zusammengesetzt 
aus  einer,  die  in  Verbindung  mit  der  zur  Zeit  t Statt  habenden 
Geschwindigkeit  und  Richtung  ihn  in  der  Zeit  dt  von  a nach  c 
führt  und  einer  zweiten,  die  ihn  in  derselben  Zeit  aus  der  Ruhe 
in  c durch  cb  führen  würde,  wenn  er  frei  wäre.  Dasselbe  gilt 
von  den  andern  Puncten.  Die  Wirkung  dieser  zweiten  Kräfte 
werden  dadurch  aufgehoben,  dass  die  Puncte  nicht  frei  sind,  oder 
es  müssen,  nach  d’Alemberts  Princip,  die  Puncte  m,  m',  . . des 
Systemes  in  c,  c',  c",  . , . unter  alleiniger  Wirkung  dieser  Kräfte, 
vermöge  der  Bedingungen  des  Systemes,  im  Gleichgewichte  sein. 
Denkt  man  sich  daher  die  Puncte  in,  m',  m",  . . . aus  c,  c',  c",  . . . 
auf  irgend  eine  mit  den  Bedingungen  des  Systems  verträgliche  Weise 
nach  dem  Orte  y,  y\  y‘\  . . . verschoben,  und  sind  ■#’,  . . die 

Winkel,  welche  cy,  c y\  . . mit  cb,  c'b',  . . . einschliessen,  so  ist 
nach  dem  Gesetze  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  2m.  cb.  c y.  cos.  & 
entweder  Null  oder  negativ.  Da  nun  yh 2 = cb 2 -j-cy2— 2cb.  c y. 
cos.^,  so  folgt  hieraus,  dass  2m.  yb2  — 2m.  cb2=2m.  cy2  — -22m.cb. 
cy.  cos.  S-  immer  positiv  sein  wird,  also  2m.  yb2  immer  grösser  als 
2m.  cb2,  d.  i.  dass  2m.  cb2  ein  Minimum  sein  wird;  w.  z.  b.  w. 

So  allgemein  diese  Principien  sind,  so  trägt  doch  das  Gesetz 
der  virtuelleu  Geschwindigkeiten  seinen  Beweis  keinesweges  in 
sich  selbst,  sondern  es  muss  erst  auf  einfachere  Grundlagen  zurück- 
geführt werden.  Diese  bestehen  in  dem  Parallelogramm  der 
Kräfte  und  in  dem  Axiom  von  der  Gleichheit  zwischen  Action 
und  Reaction,  au  deren  Verknüpfung  der  Satz  der  virtuellen  Ge 
schwindigkeiten  als  allgemeinste  Folgerung  hervorgeht.  Gewinnt 
man  durch  diesen  eine  allgemeine  Methode,  um  die  Probleme  der 
Stalik  in  Gleichung  zu  setzen,  so  verfährt  man  doch  nicht  weni- 
ger direct,  wenn  man  diese  Probleme,  ohne  jenen  Satz  anzuwen- 
den, unmittelbar  auf  die  genannten  Grundlagen  zurückführt.  — - Zu 
den  wichtigsten  Vereinfachungen,  welche  die  Stalik  durch  solche 
auf  die  einfachsten  Gründe  zurückgehenden  Betrachtungen  gewon- 
nen hat,  gehört  die  Einführung  der  Kräftepaare  von  Poinsot, 
welche,  wenn  sie  auch  nicht  als  ein  neues  Resultat,  sondern  nur 
als  ein  anderer  Ausdruck  für  die  Theorie  der  Momente  anzusehen 
ist,  doch  durch  ihre  Angemessenheit  die  elementaren  Untersuchun- 
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gen  über  das  Gleichgewicht  sehr  erleichtert  und  zu  einem  hohen 
Grade  geometrischer  Anschaulichkeit  erhebt.  Eine  nähere  Angabe 
dieser  Theorie  wird  man  hier  nicht  erwarten,  weil  dieselbe  schon 
zu  den  älteren  Arbeiten  gehört;  cs  genügt,  hierüber  auf  die  Ele- 
mens  de  Slalique  von  Poinsol  zu  verweisen,  so  wie  auf  einige  an- 
dere Lehrbücher,  in  welche  diese  Theorie,  nachdem  sie  lange  keinen 
merklichen  Eingang  gefunden,  erst  in  der  neuesten  Zeit  überge- 
gfingen  ist.  namentlich  auf  das  Lehrbuch  der  Statik  von  Möbius, 
Leipzig  1837  und  auf  das  von  mir  herausgegebene  Handbuch  der 
theoretischen  Mechanik,  Berlin  1838. 

Mit  Hülfe  dieser  auf  geometrische  Anschauung  gegründeten 
Betracht  ungsweise  bat  P o i n s o t neuerlich  das  dynamische  Problem 
der  Drehung  eines  festen  Körpers,  auf  welchen  keine  beschleuni- 
genden Kräfte  wirken,  auf  sehr  elegante  Weise  behandelt.  Seine 
Schrift : Theorie  nouvelle  de  la  rolalion  des  corps , Paris  1834, 
giebt  jedoch  nur  den  Gang  und  die  Resultate  der  Untersuchung 
an;  die  Beweise  muss  der  Leser  selbst  ergänzen. 

Eine  früher  in  die  Statik  nicht  eingeführte  Untersuchung 
gründet  sich  auf  foldende  Betrachtung.  Wenn  an  den  Puncten 
eines  festen  Systemes  oder  Körpers  unveränderliche  Kräfte  haften, 
d.  h.  solche,  die  bei  jeder  Verschiebung  des  Körpers  nach  Rich- 
tung und  Intensität  ungeändert  auf  dieselben  Angriffspuncte  wir- 
ken; so  hängt  ihre  Wirkung,  welche  der  Theorie  der  Kräftepaare 
zufolge  sich  immer  und  nur  auf  eine  Weise  auf  die  einer  einfachen 
Kraft  und  eines  zu  derselben  senkrechten  Paares  zurückführen  lässt, 
offenbar  von  den  verschiedenen  Stellungen  ah,  in  welche  der  Kör- 
per durch  seine  Verschiebung  gegen  die  Kräfte  gebracht  wird. 
Sind  insbesondere  die  Kräfte  parallel  und  ist  ihre  Mittelkraft  nicht 
gerade  Null,  so  haben  sie  bekanntlich  für  jede  Stellung  des  Kör- 
pers eine  einfache  Resultante,  welche  den  Körper  beständig  in  ei- 
nem festen  Puncte,  dem  Mittelpunkte  der  parallelen  Kräfte  oder  dem 
Schwerpuncte,  trifft.  Dieses  einfache  Resultat  hat  sich  einer  gros- 
sen Erweiterung  fähig  gezeigt,  in  Betreff  deren  ich  auf  die  Statik 
von  Möbius  so  wie  auf  mein  Handbuch  der  Mechanik  verweise,  da 
hier  nicht  der  Ort  ist,  auf  den  Gegenstand  ausführlich  zurückzu- 
kommen. Der  Umstand,  dass  diese  Untersuchung  sich  gleichzeitig 
zweien  von  einander  ganz  unabhängigen  Bearbeitern  der  Statik, 
wenn  auch  unter  verschiedenen  Gesichtspuncten,  dargeboten  hat, 
spricht  dafür,  dass  es  sich  dabei  um  eine  folgerechte  Entwickelung 
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der  Principien  dieser  Wissenschaft,  um  eine  theoretisch  noth wen- 
dige Ergänzung  ihres  Systems  handelte.  In  diesem  Betrachte  mag 
es  gestattet  sein,  hier  den  Miftelpunct  von  Kräften  in  einer  Ebene, 
als  einen  einfachen  und  bei  verschiedenen  Gelegenheiten  anwend- 
baren Fall  hervorzuheben. 

Es  seien  P,  P',  P;/,  . . . beliebige  Kräfte  in  einer  Ebene,  an 
einem  System  festverbundener  Puncle  angebracht,  R die  Intensität 
ihrer  Resultante,  welche  nicht  gleich  Null  sein  soll,  so  hat  man, 
die  Axe  der  x der  Richtung  von  R parallel  nehmend  und  die 
Kräfte  nach  x und  y zerlegend,  zur  Bestimmung  der  Intensität 
und  der  Lage  von  R folgende  Gleichungen: 

P cos.  a + P'  cos.  d + . . , = R 

P sin.  a + P'  cos.  a ' + . . . = O 

P (y  cos.  a — x sin.  a)  + P'  (y  cos.  d — x'  sin.  d)  -p  . . . = R rj 

wenn  4 und  7}  die  Coordinaten  irgend  eines  Punctes  in  der  Rich- 

tung der  Resultante  bezeichnen.  4 fällt  aus  obiger  Gleichung  weg, 
weil  R der  Axe  x parallel  ist.  Sind  ferner  u,  v neue  recht- 
winkliche  Coordinaten  aus  demselben  Anfänge,  und  cp  die  Neigung 
von  u gegen  x,  so  hat  man  x = u cos.  cp  -}-  v sin.  y>,  y = — u 
sin.  cp  4-  v cos.  cp,  und  wenn  4'  und  f die  Coordinaten  im  zweiten 
System  für  einen  Punct  der  Resultante  bezeichnen,  auch  ?/===-— 
4'  sin.  cp  + f cos.  folglich: 

R ( 7 f cos.  cf  — 4'  sin.  cf)  — P [v  cos.  (cp  -p  a)  — u sin.  (cp  + ct)]  + 
P'  [v'  cos.  (cp  -p  d)  — u'  sin.  (cp  -j-  d)  J -j-  . . . 

Denkt  man  sich  die  Axen  u und  v in  dem  System  der 
Püncte  fest,  und  dreht  man  dieses,  zugleich  mit  jenen,  um  den 
Anfang  der  Coordinaten,  während  die  Axen  x y in  der  Ebene 
ungeändert  bleiben,  so  entspricht  jeder  Lage  des  Systemes  ein  be- 
stimmter Werth  von  cp , und  die  vorstehende  Gleichung  giebt  für 
jede  Lage  des  Systemes  die  Lage  der  Resultante  in  demselben  an. 
Ihre  Form  lehrt  sogleich,  dass  sich  die  Coordinaten  eines  Punctes 
in  der  Resultante  finden  lassen,  welche  ihr  unabhängig  von  p Ge- 
nüge leisten;  man  erhält  dieselben  ohne  alle  Rechnung,  wenn  man 

•t 

p = 0 und  p — setzt,  nämlich: 

Z 

R 4'  = P (v  sin.  a -p  u cos.  d)  + P'  (v;  sin.  d + u'  cos.  d)  + * * ♦ 

R f = P (v  cos.  a — u sin.  d)  + P'  (V  cos.  d — u'  sin.  d)  -p  . . . 

Jede  Resultante  trifft  also  das  System  in  dem  bestimmten 
Punct,  dessen  Coordinaten  4'  und  durch  vorstehende  Gleichun« 
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gen  gegeben  sind,  oder  bringt  man  an  diesem  Puncte  (dem  Mit- 
telpuncte  der  Kräfte  P,  P/ , P",  . . .)  eine  der  Resultante  gerade 
gleiche  und  entgegengesetzte  Kraft  an,  so  entsteht  ein  Gleichge- 
wicht, welches  durch  beliebige  Verschiebung  des  Systems  der  An- 
griffspuncte  nicht  gestört  wird. 

Anstatt  das  System  der  Angriffspuncte  zu  drehen,  kann  man 
dasselbe  auch  unbeweglich  lassen,  und  alsdann  die  Kräfte  ohne 
Aenderung  ihrer  gegenseitigen  Neigungen  um  ihre  Angriffspuncte 
drehen.  Diese  Bemerkung  führt  auf  folgende  Construction:  Es 
seien  P und  Q zwei  Kräfte  in  einer  Ebene,  A und  B ihre  An- 
griffspunte;  man  verlängere  die  Richtungen  von  P und  Q bis  zu 
ihrem  Durchschnitte  C (Fig.  1.  Taf.  1.)  und  ziehe  aus  C die  Re- 
sultante R,  lege  durch  die  Puncte  A,  B,  C einen  Kreis,  welcher 
die  (verlängerte)  Richtung  von  R in  M schneide,  so  ist  M der 
Mittelpunct  von  P und  Q.  Denn  indem  sich  P und  Q drehen, 
durchläuft  die  Spitze  des  unveränderlichen  Winkels  C einen  Kreis, 
und  die  Resultante  R theilt  den  Winkel  A C B,  folglich  auch  den 
Bogen  A M B,  in  zwei  unveränderliche  Theile,  und  geht  mithin 
durch  den  festen  Punct  M.  In  Hinsicht  der  Lage  dieses  Punctes 
ist  noch  zu  bemerken,  dass,  wenn  man  die  Sehnen  MA,  MB 
zieht,  die  Seiten  des  Dreiekes  AMB  sich  verhalten,  wie  die  an  der 
Spitze  ihrer  Gegenwinkel  angebrachten  Kräfte,  nämlich  AM  : MB  : 
BA  ~ Q : P : R.  Diese  Proportion  besteht  auch  fort,  wenn  die 
Kräfte  einander  parallel  gedacht  werden,  wobei  deu  Mittelpunct  M 
in  die  gerade  Lkiie  AB  oder  in  deren  Verlängerung  rückt.  Nur 
wenn  R = 0 ist,  also  die  Kräfte  P und  Q einander  gerade  gleich, 
parallel  und  entgegengesetzt  sind,  mithin  ein  Paar  bilden,  haben 
sie  keinen  Mittelpunct. 

Durch  Einführung  dieses  Mittelpunctes  in  die  Elemente  der 
Statik  wird  die  bisher  gewöhnliche  besondere  Hervorhebung  der 
parallelen  Kräfte  unnöthig  gemacht,  und  die  Betrachtung  unmit- 
telbar auf  die  beiden  Hauptfälle  hingeleitet,  welche  allein  ei- 
nen wesentlichen  Unterschied  darbieten,  je  nachdem  nämlich,  bei 
zwei  in  einer  Ebene  befindlichen  Kräften,  die  Mittelkraft  R nicht 
Null  und  mithin  ein  Mittelpunct  vorhanden  ist,  oder  li  = 0 ist 
und  die  Kräfte  ein  Paar  bilden. 

Denkt  man  sich  allgemein  im  Raume  an  den  Puncten  eines 
Körpers  unveränderliche  Kräfte  angebracht,  so  ist  unter  einem 
Mitlelpuncte  dieser  Kräfte  ein  solcher  Punct  des  Körpers  zu 
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verstehen,  durch  welchen  die  Resultante  beständig  geht,  wenn 
der  Körper  in  eine  stetige  Folge  verschiedener  Lagen  gebracht 
wird.  Es  geht  aus  dieser  Erklärung  schon  hervor,  dass  ein  Mit- 
telpunct  nur  vorhanden  ist,  sobald  eine  einfache  Resultante  Statt 
findet;  wenn  aber  die  Mittelkraft  der  auf  den  Körper  wirken- 
den Kräfte  nicht  Null  ist,  so  giebt  es  immer  unzählige  Lagen  des 
Körpers,  in  welchen  die  Kräfte  eine  einfache  Resultante  haben. 
Für  jede  solche  Lage  ergeben  sich  in  der  Richtung  der  Resultante 
zwei  Mittelpuncle;  nämlich  wenn  der  Körper  um  eine  bestimmte 
durch  einen  dieser  Puncte  gelegte  Axe  gedreht  wird , so  besteht 
die  vorige  einfache  Resultante  unabänderlich  fort,  und  trifft  mit- 
hin, während  sie  im  Allgemeinen  dem  Körper  in  verschiedenen 
Stellen  begegnet,  ihn  zugleich  fortwährend  in  demselben  Mittel- 
puncte.  Die  Folge  aller  dieser  Mittelpuncte  bildet  im  Körper  das 
System  einer  Ellipse  und  einer  Hyperbel,  welche  in  zwei  gegen- 
einander senkrechten  Ebenen  so  liegen,  dass  die  Brennpuncte  der 
einen  in  die  Scheitel  der  andern  fallen.  Jede  gerade  Lime,  wel- 
che einen  Punct  der  Ellipse  mit  einem  Puncte  der  Hyperbel  ver- 
bindet, stellt  die  für  eine  gewisse  zugehörige  Stellung  des  Kör- 
pers stattfindende  einfache  Resultante  dar;  ihre  Durchschnitte 
mit  jenen  beiden  Curven  sind  die  in  dieser  Resultante  befindli- 
chen Mittelpuncte,  und  die  Tangenten  jener  Curven,  in  diesen 
Durchschnittspuncten,  sind  die  Axen,  um  welche  der  Körper  bei 
unveränderlich  fortbestehender  einfacher  Resultante,  gedreht  wer- 
den kann.  In  Betreff  der  weiteren  Ausführung  dieses  Gegenstan- 
des muss  auf  die  genannten  Lehrbücher  verwiesen  werden. 

Ueber  das  Gleichgewicht  elastisch  - biegsamer  Fäden  findet 
man  in  der  Statik  von  Möbius  eine  lehrreiche  und  zugleich  auf 
einfache  Weise  dargestellte  Untersuchung.  Derselbe  Gegenstand 
ist  auch  in  meinem  Handbuche  in  manchen  Puncten  von  der  ge- 
wöhnlichen Weise  abweichend  behandelt.  Die  Anwendung  dieser 
Theorie  auf  die  Biegung  elastischer  Stäbe  und  das  daraus  lierzu- 
lcitende  Maas  ihre  Festigkeit  findet  man  am  vollständigsten  hei 
Na  vier  im  Resume  des  legions  dounees  ä l’ecole  des  ponts  et 
chaussees  sur  l’application  de  la  mecanique  ä l’etablissement  des 
constructions  et  des  machines.  Deuxieme  Edition.  Paris  183 
2 vol.  8.  Die  bei  diesen  Anwendungen  gewöhnliche  Annahme, 
dass  gewisse  Fasern  und  namentlich  die,  welche  durch  die  Schwer 
puncte  der  Querschnitte  eines  prismatischen  oder  zylindrischen 


8 


1.  Allgemeine  Statik, 


Stabes  geht,  in  Folge  der  Biegung  keine  Spannung  erleiden,  und 
sich  daher  weder  verlängern  noch  verkürzen,  ist  für  kleine  Bie- 
gungen völlig  hinreichend;  nach  dem  allgemeinen  Gesetze  der 
Spannung  in  der  elastischen  Curve  ist  jedoch  die  Spannung  in 
jedem  Elemente  der  mittlen  Faser  der  nach  der  Richtung  dieses 
Elementes  wirkenden  Componente  der  biegenden  Kraft  gleich;  sie 
ist  folglich  von  einem  Elemente  zum  andern  veränderlich,  jedoch 
überall  sehr  klein,  wenn  die  Richtungen  der  Elemente  auf  der 
Richtung  der  Kraft  überall  nahe  senkrecht  sind. 

Den  Einfluss  der  Schwere  auf  die  Figur  eines  in  zwei  Punc* 
ten  von  gleicher  Höhe  aufgelegten  Stabes  hat  Bessel  in  seiner 
die  Einheit  des  preussischen  Längenmaasses  betreffenden  Schrift, 
Seite  121  — - 136,  untersucht  und  für  die  Verkürzung  des  Ab* 
Standes  zwischen  den  Endflächen  eine  Formel  entwickelt,  welche 
hier  folgt.  Es  sei  (Fig.  2.)  der  Staab  CO,  dessen  Mitte  A,  Länge 
CO  — 21,  in  zwei  von  den  Enden  gleich  weit  abstehenden  Punc- 
ten  B und  B'  wagerecht  aufgelegt;  die  Länge  BC  = B'O  sei  = a, 
also  AB  = 1 — a.  Man  lege  die  Axe  der  x wagerecht  durch  die 
gerade  über  den  Stützpuncten  B und  B'  liegenden  Puncte  der  Mit- 
tellinie des  Stabes,  so  dass  für  diese  y — o sei;  der  Anfang  der  x 
sei  in  der  Mitte  zwischen  diesen  beiden  Puncten;  die  y seien  po- 
sitiv nach  oben.  Wegen  der  Kleinheit  der  Biegung  darf  man  bei 
Berechnung  der  Gestalt  der  Mittellinie  die  zweiten  Potenzen  von 


iz. 

dx 


vernachlässigen,  also  ds  ==  dx  und  s = x setzen,  wobei  der 


Bogen  s in  A anfängt;  ferner  ist  auch  die  Krümmung  im  Puncte 


rr  • » • d ^ V 

xy  der  Mittellinie  = zL  ~~  zu  setzen.  Das  Moment  des  Wider- 


dx 


Standes  gegen  Biegung,  bekanntlich  der  Krümmung  umgekehrt  pro- 


portional, ist  daher  = v wo  v eine  von  der  Spannkraft  und 


dx 


dem  Querschnitte  des  Staabes  abhängige  Constante  ist.  Der  Aus- 

druck  v -jr™  ist  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  der  Widerstand 

gegen  Biegung  den  vom  Puncte  xy  bis  zum  Endpuncte  reichenden 
Theil  des  Stabes  abwärts  oder  aufwärts  zu  drehen  strebt.  Dieses 
vorausgesetzt,  erhält  man  zunächst  für  das  Gleichgewicht  des  Thei- 
les  AB,  welcher  sich  als  in  A wagerecht  eingeklemmt  betrachten 
lässt,  folgende  Gleichung,  in  welcher  fi  das  Gewicht  der  Längen- 
einheit des  Stabes  ist: 


1.  Allgemeine  Statik. 


9 


V 


day 

dx2 


,1 


+ y*  (x'  — x)  dx'  — ul  ( 1 — a — x)  0. 


Das  zweite  Glied  ist  das  Moment,  in  Bezug  auf  den  Punct  xy 
in  AB,  der  zwischen  ihm  und  C befindlichen  Theile  des  Stabes; 
nämlich  ^ds  = ^dx'  ist  das  Gewicht  eines  solchen  Theiles,  dessen 
Abscisse  x'  ist  und  der  mithin  am  Hebelarme  x'  — x wirkt.  Der 
Widerstand  der  Stütze  in  B ist  gleich  dem  halben  Gewicht  des 
Stabes,  also  = gil,  und  wirkt  aufwärts  drehend  am  Hebelarme 
1 — a — x.  Vollzieht  man  die  Integration,  so  kommt 

___ 


= 2“  ~ ’)’  — /J  0 — a — x)  oder 


1 — 0- 


1(1  — 2a) 


1. 


dxa  2 | ' 

Hieraus  folgt  durch  Integration,  da  für  x — 0,  ~ = 0,  und  für 
x = 1 — a,  y — o sein  muss: 


— v 


dx 


ü ix5«— 21  fl  — 

6 1 


31(1  — 2a)  x J 2. 


\ 2 

r y — - ] x2 

J 24  1 


- (1  — a)2  j | x2  + (1  — a)2  — 61  (1  — 2a) 
Für  den  Theil  BC  ist 

— = P-fl  (x'  “ x)  dx'  = v (x  — !)*  4. 

folglich  — ri  = ii  j(x  — l)3  — c|  5. 


3. 


und  C = 1 (21 2 — 6 a 1 + 3a2),  weil  für  x = I — a die  Werthe 

dy 

von  ~ aus  5.  und  2.  gleich  sein  müssen.  Endlich,  da  für  x = 1 — a, 
y = 0 sein  muss: 


— vy  = £ j (x  - 1)*  — a*  — 4C  (x  — 1 + a)  J 
Die  Verkürzung  des  Abstandes  der  Endpuncte  ist  = 


6. 


2/jJ  j ^ 1 -f  — 1 J dx;  oder  in  hinreichender  Annäherung  es 

*/o(d0  wo  "dx  V°n  x = ^ bis  x ^ ^ — a der  Werth  2., 

von  x = 1 — a bis  x — 1 der  Werth  5.  gilt.  Hieraus  folgt,  wenn 
noch  a = y\  gesetzt  wird,  die  Verkürzung  — 

3^5  17  | 96y  -f  120ya  + 40y3  — 120y4  + 42y5  + y*  J 5 

sie  erlangt  ihr  Minimum,  zufolge  der  Gleichung  0 = — 96  + 240y 
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+ 120y3  — ■ 480/ä  + 210y4  + 6y5  für  y = 0,44062.  Der  Stab  ver- 
kürzt sich  also  am  wenigsten,  wenn  er  um  0,22031  seiner  ganzen 
Länge  von  den  Endpuncten  entfernt  aufgelegt  wird  5 diese  kleinste 

Verkürzung  ist  = l7  • 0,0000836;  bei  Auflegung  der  End- 

puncte,  also  für  y — 0,  beträgt  die  Verkürzung:  (^—^)  l7  . 0,0539683. 
Anderweitige  Ausführungen  sind  in  der  Abhandlung  nachzusehen. 


2.  Allgemeine  Sätze  über  Anziehungen  nach  dem 
umgekehrten  Quadrate  der  Entfernung. 

Die  Berechnung  der  Anziehung,  welche  eine  irgendwie  im 
Raume  vertheilte  Masse,  deren  Elemente  nach  einem  Gesetze  der 
Entfernung  anziehend  wirken,  auf  einen  gegebenen  Punct  aus- 
übt, lässt  sich  bekanntlich  auf  die  Bestimmung  einer  Function 
der  Coordinaten  dieses  Punctes  zurückführen,  aus  welcher  sich, 
durch  Differentiation  nach  diesen,  die  Componenten  der  Anziehung 
ergeben.  Diese  Function  (von  Gauss  Potential  genannt),  ist 
das  Integral  des  Ausdruckes  für  das  virtuelle  Moment  der  ge- 
sammten  auf  den  Punct  wirkenden  Anziehung.  Bezeichnet  m ein 
Element  der  anziehenden  Masse,  m.f  (r)  die  von  ihm  auf  den 
Punct  O,  in  der  Entfernung  r,  ausgeübte  Anziehung,  ds  eine 
beliebige  unendlich  kleine  Verrückung  des  angezogenen  Punctes 
von  O nach  CF,  durch  welche  die  anfängliche  Entfernung  mO  =r 
in  mO/  = r4-dr  übergeht,  und  welche  mit  der  Richtung  O111  den 
Winkel  O'O  m = ,9  bildet,  so  ist  m.f  (r)  . cos.  & . ds  das  virtuelle 
Moment  der  Kraft  mf  (r)  an  O.  Bezeichnet  man  noch  mit  e den 
Winkel  Om  O',  so  giebt  das  gleichnamige  Dreieck  folgende  Gleichun- 
gen: (r  + dr)  sin.  £ = ds.  sin.  #*,  und  (r  + dr)  cos.  £ -p  ds  cos.  & = r, 
welche  sich  für  ein  unendlich  kleines  ds,  in  r£  = ds.  sin.  $•,  und 
dr  = — ds.  cos.  & verwandeln;  folglich  ist  — m.f  (r)  . dr  das  vir- 
tuelle Moment  der  von  m auf  O ausgeübten  Anziehung.  Setzt  man 
— y*fr  . dr  = F (r),  und  V = 2m  F (r),  wo  das  Summenzeichen  sich 
auf  alle  Theile  der  anziehenden  Masse  erstreckt,  so  ist  V das 
Potential  der  anziehenden  Masse  für  den  Punct  O,  und  wenn  man 
mit  R die  Intensität  der  gesammten  Anziehung,  mit  dp  das  Element 
der  Richtung  von  R,  also  mit  Rdp  das  virtuelle  Moment  von  R, 
mit  X,X,Z  die  Componenten  von  R nach  x,y,z  bezeichnet,  so  ist 


dem  umgekehrten  Quadrate  der  Entfernung. 
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d V = R dp  = X dx  + Y dy  + Z dz, 

_ „ . dV 

also  X 


dV  y <jV_ 

dx  ? dy  ’ 


z = 


dz 


Denkt  man  sich  die  Coordinaten  x,  y,  z durch  irgend  drei 
andere  veränderliche  Grössen  p,  q,  t ausgedrückt,  so  wird  V eine 
Function  von  p,  q,  t.  Nimmt  man  zwei  dieser  Grössen,  q und  t, 
als  constant  an,  so  sind  x,  y,  z nur  noch  durch  p veränderlich, 
und  gehören  mithin  irgend  einer  Curve  im  Raume  an,  deren  Bo- 
gen s sei.  Alsdann  ist  s eine  Function  von  p;  es  sei  s = f (p), 

1 1 r,  J ivr  • , dV  dV  dx  , dV  dy  dV  dz 

also  ds  = f'p  . dp.  Nun  ,st  y = d^^-d7-d?  + -dr  • dF; 

folglich  . — + . . . = X cos.  ct  + . . . wenn  a,  ß,y  die 

dV 

Neigungen  von  ds  gegen  die  Axen  x,  y,  z sind;  also  ist  die 

nach  der  Richtung  von  ds  wirkende  Componente  der  Anziehung. 
Für  eine  dem  Quadrate  der  Entfernung  umgekehrt  proportionale 

Anziehung  ist  das  Potential  V = 2 — = 2 — ■ — m — — ■- 

r l/(a-x)>  + (b-j)2  + (c-z)!, 

wo  a,  b,  c die  Coordinaten  von  m,  und  x,  y,  z die  des  angezo- 
genen Punctes  O sind.  Liegt  O in  endlicher  Entfernung  von 
jedem  Elemente  der  anziehenden  Masse,  so  ist  klar,  dass  sowTohi 
V als  auch  seine  Differential- Quotienten  nach  x,  y,  z endliche 

d2V 


bestimmte  Werthe  erhalten. 


Man  findet  4—  = 2 — — X^rn 


dx 


3 (a  — x): 


m,  und  ähnliche  Ausdrücke  für 


dV 

dy 


’ dx2 
u.  s.  f., 


d2  V d2  V d2  V 

woraus  sich  ergiebt:  — 0*  Ist  also  ein  beliebiger 

Raum  mit  anziehender  Masse  erfüllt,  so  gilt  vorstehende  Gleichung 
für  das  Potential  jedes  ausserhalb  dieses  Raumes  liegenden  Punc- 
tes. Sucht  man  dagegen  das  Potential  für  einen  der  anziehenden 
Masse  selbst  angehörigen  Punct,  so  erhält  r unter  andern  auch 
unendlich  kleine  Werthe,  und  man  sieht  nicht  sogleich,  ob  auch 
alsdann  dem  Potentional  und  seinen  obigen  Ableitungen  noch  be- 
stimmte Werthe  zukommen.  Durch  Einführung  von  Polar- Coordi- 
naten mittels  der  Gleichungen  a ==x  + r sin.  b ==  y + r cos.  sin.  <p, 
c = z r cos.  cos.  (p  ergiebt  sich  jedoch  als  Ausdruck  eines  un- 
endlich kleinen  Massen-Elementes,  wenn  k die  Dichtigkeit  bezeich- 
net, m = kra  d r.  cos.  ^dfpd^;  mithin 
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2. 


Ueber  Anziehung  nach 
dV 


V =j(ffikrdr.  cos.abdyda^  =/- * 


jQfjfk  sinob  cos^drdyd^, 


woraus  die  Endlichkeit  und  Stetigkeit  der  Werthe  von  Y und 
dV 

-j—  hervorgeht,  in  so  fern  die  Dichtigkeit  k überall  als  endlich 

d2V  d2V  d2V 

vorausgesetzt  wird.  Die  zweiten  Ableitungen 

bleiben  ebenfalls  überall  noch  endlich,  ändern  sich  aber  bei  dem 
Uebergange  aus  dem  äusseren  in  den  inneren  Raum  nicht  mehr 
stetig,  und  die  obige  Gleichung  zwischen  ihnen,  welche  für  einen 
äusseren  Punkt  gilt,  geht  für  einen  inneren  Punkt  O in  folgende 
über: 

d^v  _ 

<lx2  + dj2  + dz2  — ’ 

wo  k die  Dichtigkeit  in  O ist,  und  vorausgesetzt  wird,  dass 
diese  sich  von  O aus  nach  allen  Seiten  nach  der  Stetigkeit  ändert. 
Man  kann  übrigens  diese  Gleichung  als  die  allgemein  gültige  ari- 
schen, in  so  fern  für  einen  äusseren  Punkt  k = 0 ist.  Den  stren- 
gen Beweis  dieser  Sätze  muss  man  in  folgender  Abhandlung  nach- 
sehen:  Untersuchungen  über  die  im  verkehrten  Verhältnisse  des 
Quadrates  der  Entfernung  wirkenden  Anziehungs-  und  Abstos- 
sungskräfte  von  C.  F.  Gauss;  Leipzig,  in  der  Weidmann’scheu 
Buchhandlung,  1840.  Auf  eine  minder  strenge  Weise  ist  man 
sonst  zu  diesem  Resultate  durch  Betrachtung  einer  gleichmässig 
erfüllten  Kugel  gelangt.  Es  sei  C ihr  Mittelpunct,  q dessen  Ent- 
fernung vom  angezogenen  Puncte  O,  r die  Entfernung  eines 
Elementes  m der  Kugel  von  Cj  ferner  sei  ^ mCO  = ab,  mithin 
die  Entfernung  mö  = \/ q2 — 2r<}  cosab -j- r2 ; endlich  sei  9 die  Nei- 
gung der  Ebene  mCO  gegen  eine  feste  durch  CO  gelegte  Ebene; 
so  ist  m = k sin.  obdydob.  r2dr  das  Massenelement  der  Kugel,  und 
weil  die  Dichte  k constant  ist,  das  Potential: 

sinobdcpchb  ♦ r2dr 


V 


'<///; 


l / q2  — 2rq  cos  ob  + r2 
Integrirt  man  von  9 = 0 bis  cp  — 2*  und  von  ab  = 0 bis  ab  — 

so  kommt  V — —~f  irdr  (r  -J-  q — \ /(r  — q)2),  wo  die  Integration 

noch  von  r = 0 bis  r = R = Halbmesser  der  Kugel  auszudehnen 
und  für  die  Quadratwurzel  aus  (r  — ())2  jedesmal  ihr  positiver 
Werth  zu  setzen  ist.  Hiernach  erhält  man  für  einen  ausserhalb 

*lc  R3 


der  Kugel  befindlichen  Punct,  also  wenn  q > R,  V = 


ist 
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dem  umgekehrten  Quadrate  der  Entfernung. 

über  q < R , so  ergiebt  sich  der  Werth  von  V = 2^k  (Ra  — -^>2). 
Da  q2  = x*  -h  y2  -+-  z2,  so  folgt  weiter,  wenn  hier  blos  der 
zweite  für  den  inneren  Punkt  geltende  Werth  von  V in  Betracht 


. , dV 

gezogen  wird,  — = — |«kx,  — 


d2V  4 . dV 
dx2~  **k’  dy 


|jtky,  u.  s.  f.? 


d2V  d2Y  d2V 

mithin  4-  4-  = — 4*k  für  einen  in  der  Kugel  von 

dx2  cty-  dz2 

der  Dichte  k befindlichen  Punkt.  Stellt  nun  V das  Potential 
eines  beliebig  begrenzten  und  von  anziehender  Masse  erfüllten 
Raumes  für  einen  innerhalb  liegenden  Punkt  O vor,  von  welchem 
aus  die  Dichte  der  Masse  sich  nach  der  Stetigkeit  ändert,  so  be- 
schreibe man  um  O als  Miltelpunct  eine  Kugel  von  sehr  kleinem 
Halbmesser,  nenne  V'  das  Potential  ihrer  Masse,  und  V"  das  Po- 
tential der  übrigen  Masse  für  den  Punct  O,  so  ist  V = V'  Hh  V". 
Da  für  die  zu  V"  gehörige  Masse  O ein  äusserer  Punct  ist, 
d2V// 

so  hat  man  — — 4- 


dx5 


0;  gestattet  mans  ich  ferner,  die  stetig 


veränderliche  Dichtigkeit  der  um  O beschriebenen  Kugel,  wegen 
der  Kleinheit  ihres  Durchmessers,  als  constant  zu  betrachten,  und 
demnach  die  vorstehenden  Resultate  darauf  anzuwenden,  so  kommt 

— ~ + ...= — 4stk,  folglich  = — 4itk,  wo  k die  Dich- 

tigkeit in  dem  angezogenen  Puncte  O vorstellt. 


In  der  genannten  Abhandlung  von  Gauss  dient  die  Unter- 
suchung dieser  Gegenstände  nur  als  Vorbereitung  zu  weiter  ge- 
henden Untersuchungen  über  das  Potential,  von  welchen  ein 
Haupt- Resultat  dieses  ist,  dass  anstatt  einer  gegebenen  Massen- 
vertheilung  im  Innern  eines  überall  begrenzten  Raumes  sich 
immer  eine  bloss  auf  die  Oberfläche  beschränkte  Massenverthei- 
lung  setzen  lässt,  welche  für  alle  Puncto  der  Oberfläche  und  des 
äusseren  Raumes  dasselbe  Potential  liefert,  wie  die  ursprüngliche 
im  Innern  gegebene  Masse.  Ich  wfill  versuchen,  das  zum  Beweie 
dieses  Satzes  Erforderliche  aus  der  Abhandlung  zusammen  zu 
stellen,  auf  welche  im  Uebrigen  verwiesen  werden  muss. 

Diese  Untersuchung  geht,  wie  man  aus  Vorstehendem  sieht, 
von  der  Annahme  aus,  dass  eine  Masse  M auch  blos  an  der  Ober- 
fläche eines  Raumes  vertheilt  sein  kann.  Es  stelle  kds  ein  Ele- 
ment dieser  Masse  vor,  welches  über  das  Flächenelement  ds  ver- 
breitet ist  j k heisse  die  Dichtigkeit.  Das  Potential  dieser  auf  der 
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2.  Ueber  Anziehung  nach 


Fläche  vertheilten  Masse  für  irgend  einen  Punkt  O ist  J wo 


r = \/ (a — x) 2 + (b — y)2  -j-  (c  — z)2,  und  x,  y,  z die  Coordina- 
ten  von  O,  a,  b,  c die  von  ds  sind.  Führt  man  Polar-Coordinaten 
ein,  nämlich  a = x -j-  r cos.  cp  cos.  ap,  h = y -j-  r cos.  sin.  c = z 

-j-rsma}>,  so  wird  — = dgpdijj  \/ r2  cos  ab 2 -J-  cosa[^2  -f-  ^ 


woraus  maD  sieht,  dass  das  Potential  einer  Fläche  für  einen  Punct 
ö auch  dann  einen  bestimmten  endlichen  Werth  hat,  wenn  O in 
der  Fläche  liegt,  indem  es  von  dem  Divisor  r befreit  ist;  und  dass 
es  sich  nach  der  Stetigkeit  ändert,  wenn  die  Lage  von  0 stetig 


geändert  wird. 


k (a  — x)  ds 


Setzt  man  V — so  ist  im  Allgemeinen  ^ 

Dieses  Integral  erhält  jedoch  eine  unbestimmte  Form,  und  ist  zur 

dY  . 

Darstellung  des  Werthes  von  -p  nicht  unmittelbar  tauglich,  wenn 

der  Punct  O in  der  Oberfläche  liegt.  Ist  diese  eine  Kugelfläche 
vom  Halbmesser  R,  und  die  Dichte  k der  über  sie  vertheilten 
Masse  constant;  so  findet  man  zunächst  V = 4*kR  für  einen  in* 

4otkR2 

neren  Punkt  O,  hingegen  V = - für  einen  äusseren  Punkt, 


wobei  q = \/ x2  -j-y2  -j-z2  den  Abstand  des  Mittelpunctes  von  O 
bezeichnet.  ( Der  Beweis  folgt  nachher  unter  2. ) Hieraus  ergiebt 

4otkR3x 

- — ||  inr  rtpn  lnnpi-n  Pnnrl  rtnp'pp-pn  — — 

dx 


dV  . dV 

sich  = 0 für  den  innern  Punct,  dagegen  — == 


Q3 


für 


den  äusseren  Punkt.  Auf  der  Kugelfläche  selbst  werden  beide 
Werthe  zugleich  gellen,  je  nach  dem  Zeichen  von  dx;  gleich  wer- 
den sie  nur  dann,  wenn  x = 0,  l/y2  -j-  z2  = db  R,  also  wenn  das 
Linear -Element  dx  auf  der  Oberfläche  selbst  liegt. 

dV  dV  dV 

Allgemein  erhalten  die  Ausdrücke  -7-,  -r-,  oder  die  nach 

dx  dy  dz 

den  Axen  x,  y,  z wirkenden  Componenten  der  Anziehung,  an  der 
Oberfläche  zwei  verschiedene  Werthe,  je  nachdem  dx,  dy,  dz  als 
positiv  oder  als  negativ  betrachtet  werden ; w7enn  jedoch  das  Ele- 

dV 

ment  dx  auf  der  Fläche  liegt,  so  fallen  beide  Werthe  von  — zu- 
sammen. Die  nähere  Untersuchung  dieses  Gegenstandes  glaube  ich 
hier  übergehen  und  auf  die  §.  13  — 18  der  Abhandlung  verweisen 
zu  dürfen.  Im  Folgenden  kommen  Ableitungen  von  Potentialen 
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nur  unter  Umständen  vor,  in  welchen  ihre  Werthe  sich  ohne 
Zweideutigkeit  ergeben. 

1.  Ein  mehrfach  zur  Anwendung  kommender  Satz  ist  folgen- 
der: Es  sei  V das  Potential  von  Massen  M',  M",  M'",  . . die  sich 
in  den  gleichnamigen  Puncten  befinden,  und  v das  von  Massen 
m',  m",  m'",  ...  die  ebenfalls  in  den  gleichnamigen  Puncten  sind; 
es  seien  V',  V",  V"',  ...  die  Werthe  von  Y in  m',  m",  m'",  . . 
und  v',  v",  v'",  ...  die  Werthe  v in  M',  M",  M'",  ...  so  hat  man* 
M'  v'  + M"  v"  -j-  M"'  v"'  + . . . = m/  V'  + m"  V"  + m'"  V'"  + . . . . 

oder  2Mv  = 2mV ; denn  beide  Summen  sind  = 2 — , wo  M ir- 

r 


gend  eine  der  Massen  M'  M"  ....  m eine  der  m'  m" . . . ist,  r die 
Entfernung  zwischen  M und  m bezeichnet,  und  das  2 sich  auf  alle 
mögliche  Combinationen  dieser  Art  bezieht. 

2.  Das  Potential  einer  Kugelfläche  vom  Halbmesser  R,  auf 
welcher  eine  Masse  mit  constanter  Dichtigkeit  k vertheiit  ist,  für 
einen  Punct  O,  dessen  Entfernung  vom  Miltelpuncte  gleich  q sei, 
findet  sich  aus  dem  oben  für  eine  volle  Kugel  angegebenen  Werth 
sofort,  wenn  man  die  letzte  Integration  nach  r weglässt  undr  = R 


setzt.  Man  erhält  V = k .2*— . (ft  -f-  % — l/JE  — Q)a)s 

wo  für  die  Quadratwurzel  stets  ihr  positiver  Werth  gilt;  also 


V = 4*kR  für  einen  innern  Punct, 


hingegen  V = --------  lur  ei- 


nen äusseren  Punct;  für  die  Oberfläche  sind  beide  Werthe  gleich. 
Eine  Anwendung  dieser  beiden  Sätze  ist  folgender 

3.  Lehrsatz.  Es  sei  Y das  Potential  von  Massen,  die  sich 
theils  im  Innern,  theils  ausserhalb  einer  Kugelfläche  befinden,  für 
irgend  ein  Element  dieser  Fläche  ds,  so  ist  das  Integral  von  Yds, 
über  die  ganze  Kugelfläche  ausgedehnt,  nämlich 

/Vds  = 4 st  (RM°  + R2  V°) 

wenn  M°  die  im  Innern  der  Kugelfläche  befindliche  Masse,  V°  das 
Potential  der  ausserhalb  liegenden  Masse  für  den  Mittelpunct  der 
Kugel  bedeutet.  Massen  in  der  Oberfläche  können  beliebig  zu  den 
innern  oder  äussern  gerechnet  werden. 


Beweis.  Da  V = J~~  ? wenn  dm  ein  Element  der  vorgeleg- 
ten Masse,  r seine  Entfernung  von  ds  ist,  und  die  Integration  über  die 
ganze  Masse  ausgedehnt  wird,  so  ist  j* Vds  — f ds  = f/dm  J*-~ 
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2.  Ueber  Anziehung  nach 


nach  dem  Vorigen.  Nun  ist  /*  — = 4*R  für  ein  im  Innern  der  Km 

4 cf  R 2 

gelfläche  liegendes  Massenelement  dm,  hingegen  = — — - für  ein 


äusseres  Element,  also  yVds  = 4#RM°  + 4itR2  y~9  worden  Ab- 

tlm 

stand  des  äussern  Elementes  dm  vom  Mittelpuncte,  mithin  J — 

= V°  des  Potential  aller  äusseren  Massen  für  den  Mittelpunct  ist; 
w.  z.  b.  w. 

4.  Es  sei  P die  Kraft,  welche  ein  Massenpunct  m auf  das 
Element  ds  einer  den  zusammenhängenden  endlichen  Raum  T 
begrenzenden  Fläche  in  der  Richtung  der  Normale  ausübt,  so  hat 
man,  wenn  u die  Neigung  der  nach  innen  gehenden  Normale  in  ds 

gegen  die  von  ds  nach  m gehende  Gerade  bezeichnet,  P ; 


m cos.u 

r2  ♦ 


Beschreibt  man  um  den  Mittelpunct  m eine  Kugel  vom  Halbmes- 
ser — 1,  nennt  dn  ein  Flächenelement  auf  derselben,  und  sind 
ds7,  ds",  ...  die  Flächenelemente,  welche  die  von  der  Spitze  m 
ausgehende  Pyramide,  deren  Grundfläche  dn,  auf  der  Oberfläche 
von  T abschneidet,  so  hat  man,  wenn  der  Punct  m ausser  dem 
Raume  T liegt,  so  dass  die  Pyramide  hei  ds7  in  diesen  einlritt,  bei 
ds77  austritt,  bei  ds777  wieder  ein-  und  bei  ds1Y  wieder  austrilt,  u.  s.  f. 


dn  = — 


ds'  . 


cos.  u 


r'  r' 


= + 


ds"  . cos.  u" 


ds"' . cos.  u'" 


r"  r" 


|W//  j,/// 


weil  der  Winkel  u beim  Eintreten  stumpf,  heim  Austreten  spitz 
ist  und  dH  positiv  genommen  wird.  Da  nun  die  i^nzahl  der  Orte 
des  Ein-  und  Austretens  der  von  m ausgehenden  Pyramide  für 
einen  äussern  Punct  gerade  ist,  so  ist  hiernach  die  Summe  P7  ds' 
+ P77  ds'7  -j-  P/7/  ds777  . . . auf  alle  diese  Elemente  erstrekt,  Null, 

. * . ra. cos.u' 

weil  P7  = + 


r'  r' 


t'i  / , ni . cos.u'  r pi  i . . . . ■, 

P"  = -f-  • -- — u.  s.  f. ; folglich  ist  das 


Integral  y*Pds  = 0,  wenn  m ausserhalb  des  Raumes  T liegt,  und 
die  Integration  die  ganze  Oberfläche  von  T umfasst.  Folglich 
ist  auch  / Pds  = 0,  wenn  P die  normale  Kraft  ist,  welche  aus 
einer  beliebig  im  äussern  Raume  verlheilten  Masse  entspringt. 

Liegt  der  Punct  m im  Raume  T,  so  hat  man,  wenn  die  von 
m ausgehende  Pyramide  von  der  Grundfläche  dn  in  ds7  austritt, 
in  ds77  wieder  ein-  und  in  ds777  wieder  austritt,  u.  s.  f., 

. cosu' 


dn  — -f 


ds'.cosu7  ds7/.cosu"  ds7" 


r'r' 


r//  r/y 


+ 


j,///  r'y/ 
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und  mithin  für  alle  diese  Elemente,  deren  Anzahl  ungerade  ist, 

P/ds/  + P"ds"  + P//yds'"  . . . = mdn ; folglich  ds  = 4 m, 
wenn  die  Integration  die  ganze  Oberfläche  von  T umfasst.  Dieser 
Werth  gilt  auch,  wenn  die  Masse  m im  Innern  nicht  in  einem 
Punct  vereinigt,  sondern  beliebig  darin  vertheilt  ist. 

Liegt  m gerade  in  der  Oberfläche  von  T,  so  erhält  man  eben- 
falls /Pds  —f  mdn,  wo  aber  die  Integration  nur  über  die  halbe 
Kugelfläche  zu  erstrecken  ist,  wenn  nämlich  die  Oberfläche  von 
T in  dem  Orte  von  m eine  stetige  Krümmung  hat;  alsdann  ist 

/Pds  = 2 mit,  welches  auch  gilt,  wenn  die  Masse  m in  der  Ober- 
fläche verbreitet  ist. 

5.  Bezeichnet  T einen  endlichen  Raum,  der  ganz  ausserhalb 
eines  mit  Masse  erfüllten  Raumes  liegt;  V das  Potential  dieser 
Masse,  ds  ein  Element  der  Oberfläche  von  T,  p einen  unbestimmten 


Theil  der  auf  ds  nach  innen  errichteten  Normale,  so  ist 


dV 

dp 


für 


p = 0 die  normale  Componente  der  Anziehung  in  ds,  oder  einerlei 
mit  dem  vorigen  P.  Bezeichnet  man  noch  mit  q die  Intensität  der 
Anziehung  jener  Masse,  in  dem  Orte  irgend  eines  Elementes  dT 
des  endlichen  Raumes  T,  so  ist 


dT 


wo  die  erste  Integration  die  ganze  Oberfläche  des  Raumes  T,  die 
zweite  den  ganzen  Raum  T umfasst. 

Beweis.  Es  seien  x,  y,  z die  Coordinalen  von  dT,  also  das 
Element  dT  — dxdyd  z,  so  hat  man 


dVy+ v 


d(v 

d1  V 


_ si\y_ 

äxs  v dx  J * ” dx 

!dx  = -V^ 


)2  ri  J V 

+ v^,  folglich 

, - 

dx'  1 dx" 


dV"' 

. 


;*Cdxy  1 dx2 1 dx'  1 " dx"  ’ dx"' 

wenn  die  Integration  nach  x über  alle  Elemente  des  Raumes  T 
ausgedehnt  wird,  welche  zugleich  dem  über  der  Grundfläche  dydz 
senkrecht  errichteten  Prisma  angehören,  und  wenn  x',  x",  x'", . . . 
die  Werthe  von  x sind,  für  welche  dieses  Prisma  zuerst  in  den 
Raum  T eintritt,  dann  wieder  austritt,  u.  s.  f.  Bezeichnet  man 
mit  41,  4%  « . die  Neigungen  der  Innern  Normalen  der  Oberfläche 
von  T an  diesen  Stellen,  gegen  die  Äxe  x,  so  ist  dydz  — cos. 4h  ds' 
V.  * 9 
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cos.  4"  ds"  u.  s.  f. ; daher  ist  JJj  j + V J dx  dy  dz 


d V 
dx 


y/v-  «* 


. 4.  ds,  oder  weil  cos.  4 — ~,  fjj  j 


avy 

dx  * 


-f  V dT  = — JJ  V •—  —■  ds,  wo  die  dreifache  Integration  den 

Raum  T,  die  zweifache  seine  Oberfläche  umfasst.  Da  ähnliche  Glei- 

daV  d3  V d3  V 

chungen  für  y und  für  z gelten,  und  da  -gp  + — o für  je- 

den Punct  des  Raumes  T,  so  erhält  man  durch  Addition  dieser 
drei  Gleichungen: 

fa»  dT  r=r  --  f\(—  + ii  + iiA  ds 

J q ÜJ  J V dx  ’ dp  + dy  * dp  + dz  * dp  ) s 


dY  dx 


dp  dy  * dp 

— f V ds,  w.  z.  b.  w. 
’ dp 


Hieraus  folgt: 

Lehrsatz.  Ist  das  Potential  einer  Masse,  welche  sich  ganz 
ausserhalb  eines  geschlossenen  endlichen  Raumes  T befindet,  für  alle 
Puncte  der  Oberfläche  dieses  Raumes  constant  = A,  so  ist  es  auch 
im  Innern  desselben  constant  und  = A. 

Da  nämlich  V für  die  Oberfläche  constant  ist,  so  istJV-^-ds 

dp 

s=s  V *=  0 nach  4.,  weil  ~ = den  dortigen  P;  folglich 


dp 


dV 


dV  dV 

TT  “ * 


J q*  dT  = 0;  also  ist  q 3 — 0,  also  ^ 

überall  im  Raum  T j und  da  sich  V stetig  ändert,  so  muss  es  in 
diesem  Raum  überall  den  Werth  haben,  den  cs  an  der  Ober- 
fläche hat. 

6.  Diese  Resultate  erleiden  keine  Aenderung,  wenn  einige  der 
vorkommenden  Massen  anziehend,  andere  dagegen  abstossend  wirk- 
sam gedacht  werden;  man  würde  nur  solche  Massen  durch  ent- 
gegengesetzte Zeichen  in  der  Rechnung  zu  unterscheiden  haben. 
Die  Yertheilung  einer  Masse  in  einem  Raume,  oder  auf  einer  Flä- 
che, heisst  gleichartig,  wrenn  alle  Elemente  derselben  gleiche 
Zeichen  haben,  ungleichartig,  wenn  einige  Elemente  den  übri- 
gen entgegengesetzt  sind.  Die  gesammte  vertheilte  Masse  ist  in 
jedem  Falle  gleich  der  algebraischen  Summe  aller  Massenelemente, 
und  kann  also  auch  s=  0 sein. 

7.  Eine  Masse  M ==  J'mds  sei  über  eine  Fläche  gleichartig  ver- 
Ikeilt;  es  sei  V = /*— - ihr  Potential  für  irgend  einen  in  der 
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Fläche  befind  liehen  Punct.  Die  Masse  M kann  man  sich  der  Kürze 
wegen  positiv  denken;  mithin  sind  es  auch  ihre  Elemente  mds. 
Bezeichnet  man  die  grösste  Entfernung  zweier  Punc!e  auf  der  Flä- 

M 

che  von  einander  mit  R,  so  ist  offenbar  V ; folglich  ist  auch, 

wenn  U irgend  eine  Grösse  ist,  die  für  jeden  Punct  der  Fläche 
einen  bestimmten  endlichen  und  sich  nach  der  Stetigkeit  ändern- 
den Werth  hat,  und  wenn  — U in  jedem  Puncte  der  Fläche  grös- 

M 

ser  als  die  Constante  — U',  V — 2 U > ~ — 2U/;  daher  fer- 
' ner,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  mit  mds  multiplicirt  und  über 
die  Fläche  integrirt,  J* (V  — 2 U)  mds  > ~ — 2 U'^  M;  folg- 
lich hat  das  Integral  £2  = f ( V — 2U)  mds  nothwendig,  für  eine 
gewisse  gleichartige  Vertheilung  von  M,  einen  kleinsten  Werth. 

Um  diese  gleichartige  Vertheilung  zu  finden,  für  welche  £2  ein 
Minimum  wird,  denke  man  sich  im  Elemente  ds  die  Masse  mds 
vertauscht  mit  (m-J-^Jds,  so  dass  <<ids  eine  kleine  Aenderung  der 
Masse  mds  vorstelit,  die  positiv  oder  negativ  sein  kann;  jedoch 
muss  m-f^a  überall  positiv  sein,  weil  die  Vertheilung  gleichartig 

bleiben  soll.  Man  erhält  <5ß  = f SV  . mds  +y*(V  — 2U)<ads;  und 
weil  öV  = / ^ ist,  folglich  J*öV.  mds  = fi* ds  J = J*V  L ads 
(nach  1.),  so  ist  <5 £2  = 2t/(V  — U)  /uls.  Zugleich  ist  die  Summe 

aller  Aenderungen  der  Massen,  nämlich  t//u.ds  — 0,  weil  die  Ge- 
sammtmasse  = M bleiben  soll. 

Damit  <5£2  nicht  negativ  werde,  muss  in  dem  belegten  Theile 
der  Fläche  V — U = W constant  sein.  Denn  wäre  W daselbst 
theil  weise  grösser,  t heil  weise  kleiner  als  A,  so  setze  man  ^ nega- 
tiv in  einem  Theile,  wo  W > A,  und  positiv  in  einem  Theile  wo 
Wr  < A und  /x  = Null  in  allen  übrigen;  alsdann  wird  offenbar 

ö£i=tf(W  — A)  /xds  negativ;  was  nicht  Statt  finden  kann,  wenn 
£2  seinen  kleinsten  Werth  hat.  Wenn  also  die  ganze  Fläche  be- 
legt ist,  so  ist  auch  W in  derselben'  überall  = A.  Sollte  aber  bei 
dem  Minimum  von  £ ein  Flächentheil  unbelegt  bleiben,  so  kann  in 
diesem  nicht  W c A sein.  Denn  wäre  an  irgend  einer  unbelegtcn 
Stelle  W < A,  so  belege  man  dieselbe  mit  positiven  Massen  <uds,  aus 

dem  belegten  Theile  weggenommen;  alsdann  ist  <5£  = /(W  — A)  /xds 
offenbar  negativ ; denn  für  den  zuerst  belegten  Theil  war  W *=  A, 
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und  für  den  nachher  belegten  W < A,  und  positiv,  für  den  un- 
belegten Theil  aber,  wo  W > A war,  ist  ^ — 0,  weil  er  nicht 
belegt  worden  ist.  Also  wird  alsdann  <5ß  negativ;  was  nicht  zu- 
lässig ist. 

Wenn  daher  bei  gleichartiger  Verlheilung  von  M das  Mini- 
mum von  & statt  findet,  so  ist  in  dem  belegten  Theile  der  Fläche 
die  Differenz  V — U constant  = A,  in  dem  unbelegten  Theile  aber, 
wenn  ein  solcher  vorhanden,  V — U = A oder  > A. 

8.  Das  Potential  V von  Massen,  die  sämmtlich  ausserhalb  ei- 
nes zusammenhängenden  Raumes  liegen,  kann  nicht  in  einem  Theile 
dieses  Raumes  einen  constanten  Werth  und  in  einem  anderen 
Theile  desselben  einen  verschiedenen  Werth  haben. 

Denn  es  sei  in  dem  masseleeren  Raume  A das  Potential  Y 
überall  = a,  und  in  einem  anderen  an  A grenzenden  ebenfalls 
leeren  Raume  B sei  überall  V >-  a;  so  beschreibe  man  eine  Kugel, 
wovon  ein  Theil  in  B,  der  übrige  Theil  aber  nebst  dem  Mittel- 
puncte  in  A enthalten  ist,  welche  Construction  allemal  möglich 
sein  wird.  Ist  R der  Halbmesser  der  Kugel,  und  ds  ein  Element 

ihrer  Oberfläche,  so  ist  ./Vds  = 4 -t  R 2 a (nach  3.,  da  alle  Massen 
ausser  der  Kugel  liegen,  also  M°  = 0,  und  V°  = a);  folglich  da 

Jds  = 4 * R 2?  so  ist  /(V  — a)  ds  = 0.  Dies  kann  aber  nicht  sein, 
da  in  A,  Y = a,  und  in  B,  V > a ist. 

Eben  so  wenig  kann  das  Potential  in  einem  an  A grenzenden 
Raume  < a sein.  Offenbar  aber  müsste  wenigstens  einer  dieser 
beiden  Fälle  Statt  finden,  wenn  der  Lehrsatz  falsch  wäre. 

9.  Lehrsatz.  Wenn  von  Massen,  welche  sich  blos  in  dem 
endlichen  Raume  T oder  auch  ganz  oder  theilweise  auf  dessen 
Oberfläche  S stetig  vertheilt  befinden,  d.  h.  so  dass  jedes  Flächen- 
element nur  mit  einer  unendlich  kleinen  Masse  belegt  ist,  das  Po- 
tential V in  allen  Puncten  von  S einen  constanten  Werth  A hat; 
so  wird  das  Potential  in  jedem  Puncte  O'  des  unendlichen  äus- 
seren Raumes  T',  wenn  A = 0 ist,  gleichfalls  = 0 sein;  wenn  aber 
A nicht  Null  ist,  so  liegt  das  Potential  in  jedem  Puncte  von  T' 
zwischen  0 und  A. 

Beweis.  Man  kann  sich  der  Kürze  wegen  das  Potential  A 
positiv  denken.  Gesetzt  nun  in  einem  Puncte  O'  von  T;  wäre 

V = B und  B > A;  so  sei  C eine  Grösse  zwischen  A und  B.  Da 

V sich  überall  stetig  ändert,  so  muss,  wenn  man  von  O'  aus  in 
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einer  beliebigen  Richtung  gerade  fortgeht,  sich  in  dieser  nothwen- 
dig  ein  Punct  finden,  wo  V = C wird;  denn  trifft  die  gezogene 
gerade  Linie  die  Fläche  des  Raumes  T,  für  welche  V = A,  in  ei- 
nem Puncte  Q,  so  muss  auf  der  geraden  O Q irgendwo  zwischen 
O und  Q,  V = C werden,  weil  V von  B nach  A stetig  sich  än- 
dert; trifft  jene  gerade  Linie  die  Fläche  nicht,  so  muss  V für  sehr 
entfernte  Puncte  derselben  sich  der  Null  nähern,  also  vorher  eben« 
falls  = C werden.  Folglich  kann  man  um  0/  eine  in  sich  ge- 
schlossene Fläche  legen,  welche  ganz  ausserhalb  der  wirkenden 
Massen  liegt,  und  auf  welcher  das  Potential  überall  = C ist.  Folg- 
lich ist  nach  dem  in  5.  aufgestellten  Lehrsatz,  das  Potential  aueh 
im  Innern  dieser  Fläche  constant,  und  kann  also  im  Puncte  O' 
nicht  = B oder  grösser  als  C sein,  wie  vorausgesetzt  w urde.  Also 
kann  das  Potential  in  O ' nicht  grösser  als  A sein.  — Dass  ferner 
das  Potential  in  O ' nicht  negativ  sein  kann , ergiebt  sich  ebenso, 
wenn  man  unter  € eine  negative,  nämlich  zwischen  Null  und  dem 
angenommenen  negativen  Werthe  B des  Potentials  in  O'  liegende 
Grösse  versteht.  Denn  das  Potential  muss  von  B aus  in  jeder  Rich- 
tung sich  entweder  A oder  0 nähern,  folglich  in  jeder  Richtung 
vorher  den  Werth  C erreichen,  welcher  zwischen  B und  o und 
auch  zwischen  B und  A liegt,  da  A positiv  ist.  Hieraus  folgt  das 
Uebrige,  wie  vorhin. 

Insbesondere  folgt,  dass  V,  wenn  sein  Werth  A in  der  Ober- 
fläche S überall  = 0 ist,  auch  im  äussern  Raume  T'  überall  Null  ist. 

Ist  aber  A nicht  Null,  so  kann  V im  äussern  Raume  nicht 
— A und  auch  in  keiner  endlichen  Entfernung  von  den  wirken- 
den Massen  = 0 sein.  Denn  es  sei  V in  O ' *=  B,  so  folgt  wenn 
um  O'  eine  Kugel  beschrieben  wird,  deren  Halbmesser  R kleiner  ist, 
als  die  kleinste  Entfernung  des  Punctes  O'  von  S,  für  die  Ober- 
fläche derselben  J Vds  = 4 * R 2 B,  (nach  3.),  also : V — - B)  ds  = 0 

Wenn  nun  B = 0,  so  folgt  JV ds  = 0,  mithin,  da  V nirgend  ne- 
gativ ist,  muss  es  überall  auf  der  Kugel  = o sein;  wäre  B = A, 
so  folgt,  weil  V überall  nicht  >■  A,  dass  V überall  auf  der  Kugel 
= A sein  müsste.  Folglich  wäre  V auch  im  Innern  der  Kugel  über- 
all = 0 oder  = A,  nach  dem  Lehrsatz  in  5.  Nach  8.  müsste  dann 
V im  ganzen  äusseren  Raume  = 0 oder  = A sein.  Es  kann  aber 
in  sehr  entfernten  Puncten  nicht  A sein,  weil  cs  sich  dort  der 
Null  nähert,  und  A von  Null  verschieden  ist.  Es  kann  in  der  Nähe 
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der  Oberfläche  nicht  = 0 sein,  weil  es  in  der  Oberfläche  =*  A 
ist  und  sich  stetig  ändert. 

Also  ist  überall  im  äusseren  Raume  das  Potential  = 0,  wenn 
es  in  der  Oberfläche  Null  ist,  liegt  hingegen  zwischen  0 und  A, 
wenn  es  in  der  Oberfläche  = A ist. 

10.  Im  Artikel  7.  setze  man  U = 0,  so  ist  für  das  Minimum 

von  jVmds,  welches  durch  gleichartige  Vertlieilung  der  Masse  M 
auf  der  Fläche  sich  bewirken  lässt,  nach  dem  Lehrsätze  dieses  Ar- 
tikels, V in  dem  belegten  Theile  constant  = A ; in  dem  unbeleg- 
ten Theile  der  Fläche,  wenn  es  einen  solchen  gäbe,  müsste  V = A 
oder  > A sein.  Nach  9.  muss  aber  V in  dem  unbelegten  Theile 
c A sein.  Denn  unter  dem  Raume  T in  9.  kann  man  den  beleg- 
ten Theil  der  Fläche  verstehen,  und  ihren  unbelegten  Theil  zum 
äusseren  Raume  T/  rechnen;  da  nun  das  Potential  in  der  Fläche 
von  T überall  = A ist,  so  liegt  es  in  jedem  Puncte  des  äusseren 
Raumes  zwischen  0 und  A. 

Die  Annahme,  dass  ein  Theil  der  Fläche  unbelegt  bleibe,  wenn 
jV mds  ein  Minimum  ist,  führt  also  auf  einen  Widerspruch,  wofern 
man  nicht  noch  annimmt,  dass  der  constante  Werth  A von  V in 
dem  belegten  Theile  der  Fläche  gerade  Null  sei.  Alsdann  aber 
wäre,  nach  dem  vorigen  Artikel,  der  Werth  von  V überall  = 0; 
folglich  auch,  wenn  dt  ein  beliebig  auf  der  Fläche  oder  im  Raume 
- dV 

gedachtes  Linear -Element  bezeichnet,  ist  = 0;  also  verschwin- 
det jede  Anziehung  (oder  Abstossung)  der  auf  der  Fläche  ver- 
theilten Masse  M auf  jeden  Punct  in  der  Fläche  oder  ausser  ihr. 
Da  die  Vertheilung  der  Masse  gleichartig  ist,  so  ist  einleuchtend, 
dass  dieser  Fall  nicht  stattfinden  kann,  ausgenommen  wenn  die 
Gesammtmasse  M = 0,  folglich  auch  die  Dichtigkeit  m in  jedem 
Flächenelemente  Null  und  mithin  die  ganze  Fläche  unbelegt  wäre. 

Also:  Wenn  eine  Masse  M auf  der  Fläche  gleichartig  so  ver- 
tlieilt  ist,  dass  auf  jedes  Flächcnelement  ds  das  Massenelement  mds 

kommt,  und  dassjVmds  ein  Minimum  wird,  so  bleibt  kein  Flä- 
chenstück unbelegt,  und  das  Potential  V = f — hat  auf  der 

ganzen  Fläche  überall  denselben  Werth. 

Zusatz.  Diese  Vertheilung  ist  nur  auf  eine  Art  möglich; 
denn  denkt  man  sich  eine  zweite  dasselbe  leistende  Vertheilung, 
in  welcher  die  Dichtigkeit  nF  s=  m + au  die  Stelle  von  m tritt, 
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so  wäre  das  Potential  V'  ebenfalls  constant,  wie  V,  und  j Vmds 
= yV'm'ds,  also  V/mds  = V^/m'ds;  zugleich  aber  wäre  die  Ge- 
sammtmasse  in  beiden  Fällen  gleich,  nämlich  Jmds  = jm'ds;  folg- 
lich V = V'*  Da  nun  V — Vy  das  Potential  der  Masse  f p ds  = 0 
ausdrückt,  so  wäre  dieses  Potential  auf  der  Fläche  und  im  ganzen 
Raume  Null  5 folglich  wäre  auch  die  Wirkung  der  auf  der  Fläche 

vertheilten  Masse  y^ds,  welche  Masse  = 0 ist,  überall  Null  Dies 
ist  nicht  möglich,  wenn  nicht  die  Dichtigkeit  ^ in  jedem  Puncle 
der  Fläche  Null  ist.  Dieser  letzte  Schluss  ist,  da  hier  von  einer 
ungleichartigen  Vertheilung  der  Gesammtmasse  Null  die  Rede  ist, 
allerdings  nicht  so  unmittelbar  einleuchtend,  wie  vorhin  bei  gleich' 
artiger  Vertheilung;  die  strenge  Begründung  desselben  ist  aus  §.  18. 
der  Abhandlung  zu  entnehmen. 

11.  Diese  Sätze  liefern  die  Mittel  um  zu  beweisen,  dass  cs 
immer,  wenn  nicht  eine  gleichartige,  doch  eine  ungleichartige  Ver- 
theilung einer  gegebenen  Masse  M auf  der  Fläche  giebt,  für  welche 
die  Differenz  W = V — U einen  constanten  Werth  erhält,  wenn 
V das  Potential  von  M in  irgend  einem  Puncte  der  Fläche  bedeu- 
tet, und  U eine  für  jeden  Punct  der  Fläche  beliebig  gegebene,  je- 
doch stetig  veränderliche  Grösse  ist,  wie  in  7. 

Denkt  man  sich  zunächst  U = 0,  so  giebt  es  nach  10.  eine 
gleichartige  Vertheilung,  für  welche  V überall  in  der  Fläche  einen 
constanten  Werth  A erhält,  der  nur  dann  Null  sein  könnte,  wenn 
M = 0 wäre,  was  nicht  angenommen  wird.  Es  sei  die  dieser  Ver- 
theilung entsprechende  Dichtigkeit  m = ra°,  so  dass  m°ds  die  aul 

das  Flächenelement  ds  gelegte  Masse  anzeigt  und^/n^ds  — M ist. 
Das  Potential  auf  der  Fläche  für  diese  Vertheilung  sei  V°;  sein 
Werth  ist  constant;  ferner  ist  kein  Theil  der  Fläche  unbelegt. 
Man  denke  sich  eine  zweite  gleichartige  Vertheilung  der  Masse 
M,  in  welcher  m — nF,  V = V'  sei,  und  welche  dem  Minimum 
des  Ausdruckes  J (V — 2fU)mds  entspreche,  wo  « einen  beliebi- 
gen constanten  Coeflicienten  bezeichnet. 

Ferner  denke  man  sich  eine  dritte  Vertheilung,  für  welche 
m — - (U,  V = v sei;  die  Dichtigkeit  ju,  in  dem  Elemente  ds  sei  be~ 

ni  ^ — j 11  ^ V ^ — — \ ® 

stimmt  durch  die  Gleichung:  = ; daher  v = — . 

0 s e 

Da  ym'ds  = t/in°ds  = M,  so  ist  = 0;  diese  Vertheilung  ist 
also  eine  ungleichartige  der  Gcsamii*uiassc  Null. 
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Nach  7.  ist  V'  — *U  in  dem  hei  der  zweiten  Vertheilung  be- 
legten Flächensiück  constant;  also  ist  in  diesem  Flächenstück  auch 

der  Werth  V'  — sU — V°  constant,  da  V°  überall  auf  der  Fläche 

y/  _ yo 

gleichen  Werth  hat;  also  ist  auch  U = v — U in  dem 

bei  der  zweiten  Vertheilung  belegten  Flächenstück  constant. 

Denkt  man  sich  nun  den  constanten,  d.  ln  für  alle  Puncte  der 
Fläche  gleichen  Coefficienten  ^ unendlich  klein,  so  kann  bei  der 
zweiten  Vertheilung  kein  endliches  Stück  der  Fläche  unbelegt  blei- 
ben. Denn  wäre  dieses,  so  müsste  m'ds  sich  von  JV° m°ds  um 
einen  endlichen  Werth  e unterscheiden,  da  JV° m°ds  das  Minimum 

von  JV mds  ist,  welches  Minimum  kein  unbelegles  Flächenstück  zu- 
lässt (nach  10.);  demnach  wäre  der  Unterschied  der  Integrale 

/(V'  - 2 sU)  m'ds  — t/(V°  — 2 £ U)  m 0 ds  = e — 2 £ j‘iJ (m  — - in') ds 
für  ein  unendlich  kleines  £ positiv,  weil  e = y*  V'm'ds  yV°m°ds 
positiv  und  endlich  ist;  allein  dieser  Unterschied  muss  negativ  sein, 
da  y(V' — 2£U)m'ds  den  kleinsten  Werth  von  v/  ( \ - 2«U  ) mds 
darstellt. 

Nimmt  man  daher  in  der  dritten  Vertheilung  für  ^ den  Grenz- 

- - - ■ |Y| 

werth  von  — , bei  unendlicher  Abnahme  von  £,  so  erhält 

£ 5 ' 7 

v — U in  der  ganzen  Fläche  einen  constanten  Werth. 

Die  Vertheilung  der  Masse  M,  welche  geschehen  muss,  wenn 

V U auf  der  Fläche  constant  bleiben  soll,  wird  daher  durch 
m = m°  + /ll  angegeben,  wo  den  obigen  Grenzwerth  vorstellt. 
Denn  da  y’ads  = 0,  so  ist  yinds  = y*m°ds  — M,  also  die  gesammte 
Masse  = M;  ihr  Potential  ist  V = V°  -j-  v.  Da  V°  und  v — 'U 
constant  sind,  so  wird  demnach  V — U = V°  + v — - ü constant, 
wie  verlangt  wurde.  — Dass  auch  diese  Vertheilung  nur  auf  eine 
Art  möglich  ist,  folgt  wie  das  Entsprechende  in  10. 

12.  Es  stelle  jetzt  — U das  Potential  einer  im  Innern  des 
von  der  Fläche  umschlossenen  Raumes  enthaltenen  Masse  — M vor; 

V wie  bisher  das  Potential  der  an  der  Oberfläche  so  vertheilten 
Masse  M,  dass  V — U constant  ist.  Da  die  Gesammtmasse  M — M 
= 0 ist,  so  folgt,  dass  der  constante  Werth  V — U ebenfalls  = 0 
sein  muss.  Denn  es  sei  R der  Halbmesser  einer  den  ganzen  Raum 
(T)  von  M und  — M umhüllenden  Kugel  und  ds  ein  Element 
desselben,  so  ist,  wenn  V *—  U seinen  Werth  in  ds  vorstellt, 


( 


I 


dem  umgekehrten  Quadrate  der  Entfernung. 
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/(V  — U)  ds  — 0,  nach  3.,  weil  *üe  eiogeschlossene  Masse  = M 
— M = 0,  und  ausserhalb  der  Kugel  keine  Masse  vorhanden,  also 
auch  Y°  = 0 ist.  Allein  das  Potential  V — U,  welches  an  der 
Oberfläche  des  Raumes  T constant  ist,  kann  nach  9.  ausserhalb 
dieses  Raumes  sein  Zeichen  nicht  wechseln;  folglich  kann  auch 
das  über  die  ganze  aussen  befindliche  Kugelfläche  ausgedehnte  In- 
tegral f (V — U)  ds  nicht  Null  sein,  wenn  nicht  V — U = 0.  Folg- 
lich ist  im  ganzen  äusseren  Raume  V — U = 0 (vgl.  8°),  mithin 
auch,  da  sich  das  Potential  nach  der  Stetigkeit  ändert,  an  der 
Oberfläche  V — U = 0. 

Da  hiernach  das  vereinigte  Potential  V — U der  im  Innern 
veri heilten  Masse  — M und  der  auf  der  Fläche  vertheilten  Masse 
M auf  der  Fläche  und  im  äusseren  Raume  überall  denselben  Werth 
hat,  nämlich  Null;  so  ist  auch,  wenn  dt  ein  beliebiges  Linear-Ele- 

d (V  — U ) 

ment  auf  der  Fläche  oder  im  äusseren  Raume  bezeichnet,  — — — * 

= 0;  d.  h,  die  Anziehung  der  Gesammtmasse  M — M ist  nach  je- 
der Richtung  auf  der  Fläche  und  im  äusseren  Raume  Null.  Folg- 
lich hält  die  Wirkung  von  M in  jedem  Puncte  auf  der  Fläche  und 
im  äusseren  Raume  der  Wirkung  von  — M Gleichgewicht;  oder  die 
Wirkung  einer  inneren  Masse  — M lässt  sich  durch  eine  passende 
Vertheilung  derselben  Masse  — M an  der  Oberfläche,  für  diese 
Fläche  und  den  ganzen  äusseren  Raum  vollsländig  ersetzen;  w.z.b.  w. 


12.  Denkt  man  sich  eine  beliebige  Massenvertheiluug  blos  auf 
den  äusseren  von  einer  geschlossenen  Fläche  S begrenzten  Raum 
beschränkt,  so  kann  man  ihre  Wirkung  auf  den  inneren  Raum  eben- 
falls durch  eine  blos  auf  der  Oberfläche  vertheilte  Masse  ersetzen. 
Bezeichnet  nämlich  U das  Potential  der  äusseren  Massen  M für  ei- 
nen beliebigen  Punct  der  Fläche  S,  so  lässt  sich  nach  11.  eine 
willkührlich  gegebene  Masse  M'  auf  der  Fläche,  wenn  nicht  gleich- 
artig, so  doch  ungleichartig,  so  vertheilen,  dass,  wenn  V das  Po- 
tential von  M'  für  die  Fläche  S bedeutet,  die  Differenz  V — U auf 
der  ganzen  Fläche  S constant  wird.  Da  der  unter  5.  aufgestelllc 
Lehrsatz  noch  richtig  bleibt,  wenn  ein  Theil  der  Massen  sich  auf 
der  Oberfläche  des  geschlossenen  Raumes  T befindet;  so  ist  das 
Potential  der  Masse  M ' — M auch  in  dem  ganzen  Raume  inner- 
halb der  Fläche  S constant,  und  mithin  die  Wirkung  der  Masse 
M'  in  jedem  Puncte  dieses  inneren  Raumes  einerlei  mit  der  Wir- 
kung von  M in  demselben  Puncte. 


26 


2.  Ueber  Anziehungen  nach 


Die  Ausdehnung  des  Lehrsatzes  in  6.  rechtfertigt  sich  durch 
ähnliche  Betrachtungen  wie  in  9.  angewandt  sind.  Wäre  nämlich 
das  Potential  der  Masse  M'  — M in  einem  Puncte  O des  inneren 
Raumes  verschieden  von  seinem  constanten  Werthe  A an  der 
Oberfläche  S dieses  Raumes,  so  sei  B sein  Werth  in  O.  Bezeich- 
net nun  C eine  Grösse  zwischen  B und  A,  so  müsste  das  Poten- 
tial, da  es  sich  nur  stetig  ändert,  in  jeder  Richtung  von  O aus, 
bevor  es  den  Werth  A erlangt,  = C werden;  also  liesse  sich  um 
O eine  ganz  im  inneren  Raume  liegende  geschlossene  Fläche  be- 
sehreiben, auf  welcher  das  Potential  überall  = C wäre.  Nach  5. 
wäre  dasselbe  mithin  auch  innerhalb  dieser  Fläche  und  mithin  in 
O selbst  = C,  was  der  Voraussetzung  widerspricht.  — 

Die  Verwandlung  des  Ausdruckes  -j-  -f-  (==  W) 

durch  Polarcoordinaten  kommt  häufig  vor  und  liegt  namentlich 
auch  der  Untersuchung  von  Gauss  über  die  allgemeine  Theorie 
des  Erdmagnetismus  zu  Grunde.  Man  bewirkt  sie  am  leichtesten 
dadurch,  dass  man  zuerst  Polarcoordinaten  in  der  Ebene  xy  ein- 
führt, nämlich  x = q cos  ab,  y = q sin  ob,  lind  nachher  q = r cos  9, 
z s=s  r sin  9 setzt.  Man  erhält: 

dx  s=  cos  'xJjcIq  — q sin  apdafj,  dy  = sin  ^dq  -j-  q cos  abtlab 
d(j  = cos  4’dx  -f-  sin  ajady,  — cos  abdy  — sin  ^dx 

, dV  , , dV  , dV  , dV 

UUd  weil  ^ dx  + äy  = ^ de  + ist, 


dV  dV  dV  . 1 dV 

-^^cosa^  + ^sm  jj; 


dV  dV  . t 

-7—  cos  ab  — -7 — sin  ib 

dy  dx 


dV  dV 

-7-  = -r—  COS  a,b 

dx  cifj 


1 dV  . dV  dV  . ,1  dV 

— S1D  ab,  7 — = — SlU  ab  4 7—  C()S  lb* 

q dab  dy  dq  Q dab 


Mit  Hülfe  dieser  Ausdrücke  er&iebt  sich: 


dW 

dx* 

d3V 


dxdg 

,i  r 


d2V  __  d2Y  dq  yfiV  dab  , cPV  dq  jPV  dab 

dy3  dxdq  dx  ^ dxdab  dx  * dydy  dy  dydab  dv 

d3V  . 1 | d2V  d3V  . \ 

b + ^ 810  ab+  - |¥d-  cos  ab  - ab  j 

• V ,/dV  dv  . \ 

Sin  ab  J ± d cos  ab  — sin  ab J 


, dV 

. , COS  ab  4-  1 — 
Vdx  ^ dy 


+ i 


d ab 


■T* 


-*( 


dv  , . dV 

-7-  cos  ab  4-  -7-  SlU  ab 
dx  dy 


also 


d3V  <PV 


dx 


V 


dv  3 


<PV  1 iVV 

d(J2  £>2  dab3 


1 dV 

+ « 3T 


dem  umgekehrten  Quadrate  der  .Entfernung. 
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Um  ferner  von  q und  z auf  r und  9 überzugehen,  braucht 

man  in  vorstehender  Formel  nur  x,  y,  qf  mit  3,  z,  r,  9 zu  vei- 

tauschen;  man  erhält: 

d’V  d2V  d»V  1 dV  _1_  daV 

dr2  ' r de  ! r 2 dg)2  * 


dQ 


s'  + dz* 


d’V  1 dV 

Die  Addition  dieser  Gleichungen  giebt  W = ^ + ; ^ + 


r dr 


1 d*V  1 dV 

+ “ x:  *T 


dg) 


Q d$ 


_L  Jay 

Q2  do[> 3 

dV 


, und  wenn  für  q seiu  Werth  r cos  g> 


j i / 

gesetzt  wird,  wodurch  ^ sich,  nach  Analogie  des  obigen  Werthes 
dV  . dV 


von  -T—,  in  y-  cos  9 
dx  dr 


- ~ sin  9 verwandelt,  so  kommt 
r dg> 


w _ d»V  , 2 dV  , i.  VV 

dr3  ‘ r dr  ‘ r3  dg)3 


1 dVf 

r2  dg)  t§T  + r2 


d3V 


oder 


d>(rV)  , d»V 

‘W  = r -o-  + + 


cos  g)2  dij)2 
d2Y  dY  , 

- d^  *** 


dr3  1 dg)2  s cosg)3  d'xjj 
welches  die  verlangte  Umformung  ist.  — Ist  nun  eine  Kugel  vom 
Halbmesser  R als  Träger  nach  dem  umgekehrten  Quadrate  der  Ent- 
fernung anziehender  (oder  abstossender)  Massen  gegeben,  so  ist  füi 
jeden  Punct  ausser  der  Kugel  W = 0.  Zugleich  ist  alsdann  V = 

/’ — u>  = wenn  dm  ein  Massenelement  der  Kugel, 

J y/t3 — ■ 2i’q  cos  © + q 2 

q dessen  Entfernung  vom  Mittelpuncte  C,  und  r die  Entfernung 
des  äusseren  Punctes  O von  C,  endlich  © den  Winkel  zwisenen 
r und  q bezeichnet,  also  cos  © den  Werth  cos  g>  cos  9'  cos  (of>  — o}/) 
+ sin  9 sin  9',  in  welchem  9 und  ap  sich  auf  O,  9'  und  <9'  auf  dm 
beziehen.  Da  r grösser  ist  als  R und  mithin  grösser  als  alle  q,  so 

1 

nian  — ■ — ■ - — - und  mithin  auch  / nach  fallen- 

y/r  2 ■ — 2 r q cos  © -j-  q 2 

den  Potenzen  von  r entwickeln  5 setzt  man  hiernach,  um  der  Glei- 


V 


P0R  P,R3  , PoR 


+ 


+ 


chung  W = 0 Genüge  zu  leisten,  ^ 

so  sind  die  Coefficicnten  P0,  Pn  P2,  ...  rationale  ganze  Functio- 
nen der  auf  den  Panct  O bezüglichen  Werthe  von  cos  ^ cos  9, 
sin  cos  9,  sin  9,  von  bestimmter  Form,  deren  numerische  Coef- 
ficientcn  sich  aus  den  W7erthen  von  V an  der  Oberfläche  herleiten 

lassen.  Nämlich  die  Reihe  für  in  welcher  r > R,  bleibt  noch 

convergent,  wenn  r = R angenommen  wird,  und  stellt  alsdann  die 

Werthe  von  ^ auf  der  Oberfläche  dar,  wenn  die  numerischen 
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3.  Anziehung  des  Ellipsoids. 


Coefficienten  in  P0,  P,  , P2  ..  gehörig  bestimmt  sind.  Ueber  die 
Darstellung  einer  willkürlichen  Function  von  <p  uud  ip  durch  eine 
Reihe  von  der  Form  P0  -j-  P,  -f  P2  + ....  kann  man  eine  Ab- 
handlung von  Lejeune - Dirichlet  im  17.  Bande  des  Journals 
für  Mathematik  von  Grelle  (S.  35.)  nachsehen.  Das  Nähere  über 
die  von  Gauss  auf  den  Magnetismus  gemachte  Anwendung  ge- 
hört nicht  hierher. 


3.  Anziehung  des  Ellipsoids. 

Die  für  die  mechanische  Physik  wichtige  Frage  nach  der  An- 


ziehung, welche  eine  in  dem  Raume  eines  Ellipsoids  gleichmässig 
vertheilte  Masse,  nach  dem  Gravitationsgesetze,  auf  einen  Punct 
ausübt,  hat  zwar  längst  ihre  Beantwortung  gefunden;  indessen 


dürfte  die  Weitläufigkeit  der  frühem  Bearbeitungen,  welche  da- 


durch entstand,  dass  man  den  Fall  eines  äussern  Punctes  erst  durch 
eine  besondere  Betrachtung  auf  den  eines  inneren  zurückzuführen 


sich  genöthigt  sab,  hier  die  Mittheiluug  einer  neuen,  kürzer  zum 


Ziele  führenden  Methode  von  L.  Dirichlet*)  rechtfertigen.  Die- 


selbe gründet  sich  auf  einige  bestimmte  Integrale,  welche  wir  zu- 
nächst angeben  und  mit  einer  kurzen  Andeutung  ihres  Beweises 
begleiten  wollen. 


Bezeichnet  man,  nach  Legen  dr  e,  das  Integral  Je  x dx, 


o 


in  welchem  a eine  reelle  positive  Zahl  ist,  durch  Ta,  und  sind  k 


und  li  ebenfalls  reelle  Grössen,  k zugleich  positiv,  endlich  i 
1/  — 1,  so  hat  mau 


wo  für  die  vieldeutige  Potenz  (k  + hi)  a der  Werth  zu  setzen  ist, 
welcher  für  h ==  0 in  den  positiven  Werth  von  k a übergeht,  nämlich 


2 ia  . arc  tg  ^ 


a 


(k  -f  hi)  = (k2  -j-  h2)  . e 


a 


in  welcher  Gleichung  (k2  + h2)  1 nur  seinen  positiven  Werth 

ll  Ct  7t  m 

vorstellt,  und  arc  tg  r zwischen  — - und  + - zu  nehmen  ist . 

Ik.  £ & 


*)  Ueber  eine  neue  Methode  zur  Bestimmung  vielfacher  Integrale. 
Denkschriften  der  Berliner  Academie  vom  Jahre  1836. 
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3.  Anziehung  des  Ellipsoids. 
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Zum  Beweise  setze  man  k -f  hi  = p und  y 


so  findet  man  = — j 
dp  } 


00 


e 


px  a 


x dx,  und  weil  il  Ve 


/•CO 

t — px  a — 1 
Je  x dx, 

^ O 


— px  a — - 1 

a . e x dx  — p e 


px  a 


x dx,  mithin  a e x 


S 


00 


— px  a — 1 


dx 


SSE 


•CO 


px  a 


x dx  ist,  indem  der  Ausdruck  e 


px  a 


x für  x — 0 ver- 


schwindet, weil  a positiv  ist,  und  für  x = co  ebenfalls  verschwin- 
det, weil  der  reelle  Theil  von  p positiv  ist;  so  erhält  man:  ~ = 

— also  y . p = C.  Die  Constante  ergiebt  sich  für  p = 1, 

= Ta,  und  bleibt  immer  dieselbe,  da  y eine  stetige  Function  von 
p ist,  so  lange  nur  der  reelle  Theil  von  p positiv  ist;  also  ist  y = 


ra 


f , w.  z.  b.  w. 

pa 

Setzt  man  in  I.  a = 1 und  h = 1,  und  trennt  das  Reelle  vom 
Imaginären,  so  kommt,  weil  ri  = 1, 


I 


CO 


kx 


cos  x . dx  = 

1 + k 


r 

I>  'oC 


kx 

e sin  x . dx 


l + ka* 

Multiplicirt  man  die  zweite  dieser  Gleichungen  mit  dk  und  intc- 

/CO 

( — — kx 

t,  weil  j e 


grirt  von  k = 0 bis  k = go  , so  kommt, 


dk  =ss  ~ ist, 
x 


sin  x 


dx  == 

o 


II. 


Folglich  ist  auch,  wenn  1 eine  positive  Grösse  bezeichnet,  und  in 
vorstehender  Formel  lx  für  x gesetzt  wird,  wobei  die  Grenzen 

{oo. 

ILtJF  dx  = Für  einen  negativen  Werth 
x 2 ° 

o 

/CD. 

von  1 ist  mithin  1 — — dx  = - 

K x 

Da  2 sin  x cos  gx  = sin  (1  -f  g)x  + sin  (1 — g)  x,  so  hat  mau 

/CO  /CO 

s gx.dx  = | j 8in(1  + g)xdx  + | j äx. 


3t 

2 


CD 

sin  x 


* 
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3.  Anziehung  des  Ellipsoids. 


Nach  dem  Vorstehenden  wird  der  Ausdruck  auf  der  rechten 

Seite  = wenn  der  positive  Werth  von  g zwischen  0 und  1 liegt, 
& 

hingegen  ==  0,  wenn  dieser  Werlh  grösser  als  1 ist.  Daher  ist 


2 

3t 


■ODi 

sin  x 


x 


cos  gx.  dx  = 1 oder  = 0, 


III. 


je  nachdem  der  positive  Werth  von  g kleiner  oder  grösser  als  1 ist. 

Die  Formel  I.  bleibt  noch  gültig,  wenn  k = 0,  zugleich  aber 
a nicht  allein  positiv,  sondern  auch  kleiner  als  1 ist,  indem  nur 
unter  dieser  Voraussetzung  das  Integral  für  k = 0 noch  einen  be- 
stimmten Werth  behält;  es  ergiebt  sich: 


s 


co 

hxi  a 
e x 


dx 


ra 


, a?t . 
-4-  — i 


IV. 


(±b)a 

wo  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  gelten,  je  nachdem  h positiv 
oder  negativ  ist.  Setzt  man  in  dieser  Formel  a — £ und  schreibt 
x2  für  x,  so  kommt,  wenn  man  blos  den  Fall  eines  positiven  h 
berücksichtigt,  da  bekanntlich  r(|)  = y/'x 


co  _ 

hxJi  |/« 

e dx  = * i/K  • « 


5t  . 

4 1 


-j-00 


mithin 


hx2i 
e dx 

co 


Vh 


3t  . 

4 *' 


m 


In  dieser  Gleichung  schreibe  man  x + für  x,  wo  m eine 
beliebige  reelle  Grösse  bezeichnet,  so  bleiben  die  Grenzen  unver- 
ändert und  man  erhält 


I 


-j-co 

(hx3  -4-  2rax)  i 
e dx 

— co 


(*  „rv 
w*  v4  h )L 


v. 


Wh* 


Die  Integrale  III.  IV.  und  V.  sind  es,  welche  im  Folgenden 
unmittelbar  zur  Anwendung  kommen. 

Es  seien  «,  ß,  y die  halben  Axen  des  Ellipsoids,  a,  b,  c die 
Coordinaten  des  angezogenen  Punctcs,  x,  y,  z die  eines  Punctes 
der  anziehenden  Masse  des  gleichartigen  Ellipsoids,  aus  dem  Mit- 
telpuncte  als  Anfänge;  es  sei  ferner  q2  = (x  — a)2  + (y  — b)2 

-f  (z  — c)a  und  — - das  Anziehungsgesetz,  wobei  p hier  als  zwi- 


schen 2 und  3 liegend  angenommen  wird,  indem  das  Verfahren 


3.  Anziehung  des  Ellipsoids. 
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ausserhalb  dieser  Grenzen  einige  leichte  Modificationen  erfordern 

( dx  dy  dz 

würde;  so  ist,, nach  dem  Vorigen,  V = 1 — 

/ e f 


das  Potential 


der  anziehenden  Masse  für  den  Punct  (a,  h,  c),  die  Dichtigkeit  je- 
ner als  Einheit  angenommen.  Die  verlangte  Integration  ist  eine 
dreifache,  und  muss  sich  über  alle  Wertlie  von  x,  y,  z erstrecken, 

für  welche  ©'+  (!)’+  (;)’  ■<  1.  Durch  Anwendung  des 

oben  unter  III.  angeführten  bestimmten  Integrals  kann  man  aber 
die  Einführung  der  aus  dieser  Bedingung  hervorgehenden  Grenzen 
von  x,  y,  z ganz  vermeiden,  und  die  Integration  nach  jeder  dieser 
Coordinaten  auf  eine  von  — oo  bis  -f-  oo  auszudehnende  bringen. 

Da  nämlich  -f-  -j-  -<  1 für  alle  Puncte  im  Elli- 

psoid,  ausserhalb  desselben  aber  1 ist,  so  hat  man  nach  jener 
Formel  III. 

je  nachdem  der  Punct  (x,  y,  z)  im  Ellipsoid  liegt  oder  ausser  ihm; 
multiplicirt  man  daher  diesen  Ausdruck  mit  ~r — und  in- 

(p  — 1)q1 

tegrirt  nach  x,  y,  z,  so  erhält  man  dasselbe  Resultat,  man  mag  die 
Integration  nach  x,  y,  z blos  über  den  Raum  des  Ellipsoids,  oder 
über  den  unendlichen  Raum  ausdehnen,  nämlich 

CO 


St(p  — i) 


dx  dy  dz  ( , sin  qp  (x2  , y2  ,z3) 
7 FT  ) dep.  ^.cos  + + 


wo  die  Integrationen  nach  x,  y,  z nunmehr  alle  von  — oo  bis  -j-  oo 
auszuführen  sind.  Die  Methode  kommt,  wie  man  sieht,  darauf  zu- 
rück, anstatt  des  vom  Körper  erfüllten  Raumes  den  ganzen  Raum 
so  in  Rechnung  zu  bringen,  dass  die  Dichtigkeit  im  Körper  so  wie 
sie  gegeben  ist,  ausser  ihm  aber  = 0 gesetzt  wird.  — Statt  des 
vorstehenden  ist  es  bequemer  folgendes  Integral  zu  betrachten: 


T = 


"dx  dy 


*(P  — 1) 


^ P 

' o 


!qp 


sm  9 

9 


\ajT  ß2  ^ y'J  j 


wovon  V der  reelle  Theil  ist.  Mittels  der  Formel  IV.  lässt 

1 


sich 


,P-1 


durch  ein  bestimmtes  Integral  darstcllen,  dessen  Be- 
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nutzung  die  Integrationen  nach  x,  y,  z ausführbar  macht.  Man 
hat  nämlich  nach  IV. 


/CO 

p-i 

- 1 

rp-1) 

| Q ^ 

\ 2 J 

P — 1 3f  . 
2 * 21 


P-l 


(e2) 


folglich 


P-l 


P 


e 


(p  — 1)  tt  /OO  E 


3 


4 


• ^ 


di[>. 


(Q3) 


(^)  ' 


Setzt  man  diesen  Werth  von  p ^ in  den  Ausdruck  von  T, 

so  kommt  man  auf  ein  fünffaches  Integral,  in  welchem  man  aber 
die  Integrationen  nach  x,  y,  z,  von  — oo  bis  -j-  oo,  zuerst  voll- 
ziehen  kann,  wodurch  dasselbe  auf  ein  zweifaches  zurückgeführt 

wird.  Man  erhält  nämlich,  da  ist, 

~P~3 

, , sing)  , 2 (a2-fb2  + c2)  o^i 

dop  dib , - — . . e . U 

cp 


f . \ It . /CO  / CO 

U'— 1)-I 


n 

O O 


wo  U ein  Product  aus  drei  einfachen  Integralen  ist,  von  denen 


f-\-  CO 


das  erste  folgende  ist:  / e 


( 


ij)  + V)  — 2 a xi|>  [ i 


l: 


1 


dx,  das  zweite 


CO 


und  dritte  aber  sich  aus  dem  ersten  durch  Vertauschung  von 
a mit  ß b und  mit  y , c sofort  ergeben.  Der  Werth  dieses  Inte- 


grals ist,  zufolge  V., 


l/rt 


ö 
it . 

4 * 


a"  ijj  i 


V 


ob  -J- 
F ^a2 


e . e au  + -5-  ; die  Werthe 

r 1 a2 


der  beiden  andern  ergeben  sich  hieraus  durch  die  genannten  Ver- 
tauschungen, mithin  folgt  durch  Vereinigung  dieser  Factoren: 


T = 


\/  Ä 


(P4D 


r 

p — 3 


P**  / / 
4 > 
!) 


dydo}7.^^  X 


O 


TV 


(-« 

\cp-j-o( 


+ 


-h 


*/(*+ä)(*+5)b+f) 


:*  e 


5p-j-a2op  gp-|-/32i[»  'p^y'1']’ 


*s) 
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Führt  man  eine  neue  Veränderliche  s ein,  welche  das  Ver- 
hältnis - ausdrückt,  und  efiminirt  mit  Hülfe  derselben  ^ aus  vor- 


stehendem  Integral,  so  ist  dap  = — zu  setzen,  und 

s s 

die  Grenzen  nach  s sind  oo  und  0,  wofür  0 und  oo  zu  nehmen 
sind,  wenn  man  zugleich  das  Zeichen  des  Integrals  umkehrt. 
Man  findet: 


(pds 


T=  e 


wo  S = 


+ 


OO  CO 


pctl 

4 / / , , sin  9.9 

acp  ds 


- — 3 1-P 
2 2 


ySi 


^ (1+^)  (1+|i)  0+A) 


4“ 


aa  s /3a  -j“  s y2  -f*  S 
a,  welches  blos  in  S vorkommt,  so  folgt 

/OO 

|JVt  J.  / 

dT 


ist.  Differentiirt  man  nach 


da 


2ai  \/x  e 4 


/: 


“*<E f1)  l “v(i+^)*0+^)0+^) 


X 


,00 


r — 2 


2 goSi 
dgp  sin  9.9  . e 


wovon  der  reelle  Theil  die  nach  x gerichtete  Componente  der 
Anziehung  vorstellt,  welche  mit  A bezeichnet  werden  mag.  Es 
! kommt  also  darauf  an,  den  reellen  Theil  von  folgendem  Aus- 
; druck  zu  finden: 


Rsa  i.e 


2 “ 2 . 

d<j> . cp  , sin  9 , e . 


91  — 91 

Nun  ist  2i  sin  9 = e — e , folglich 


! 2 R 


.co 


r — 2 


2 ' 9 (S-}-l)i  f 2 2 9(S—  l)i, 

d9 . 9 . e — J acp,  9 

o © 


e 


Da  | — 1 ein  positiver  achter  Bruch  ist,  so  kann  hier  die 

Formel  IV.  angewandt  werden.  Nach  ihr  erhält  man 
V,  3 
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1.  wenn  S 1 ist, 

2Ro™ir^~l)  | 


i 


P 

2 


(S-M)  (S — 1) 

folglich  ist  der  reelle  Theil  von  R gleich  Null,  wenn  S >■  1. 
2.  Wenn  S -<  1,  so  kommt 


(S-)I' 


— i 


(S+1) 


\ 


Ö-) 


3t  . 
2 1 


.(S+1) 

wovon  der  reelle  Theil  ist: 


(1— S) 


1 

2 


r(l-.).~.(a=l),  ,r( 


. \ . Pit 

1 I sin  — 


P 

2 


(l-S) 

weil  r(P-l).r(2-  E) 


(l-S)' 


p 

2 


, oder 


3t 


(1  - o- 


sin 


sin 


pst 


, so  er- 


giebt  sich  der  reelle  Theil  von  R 


3t  (1  — S) 


P 

2 


r(2-E) 


, wennS  ■<!. 


a a . b2  . c2 


Für  einen  innern  Punct  ist  — 4-  — 4 — ^ 1,  also  um  so 

™ 1 ßl  y“ 


mehr,  da  s nur  positive  Werthe  erhält,  S = 


+ 


Ct2  — j—  s ß 2 +*  s 


+ 


<1;  daher  gilt  für  den  innern  Punct  der  zweite  Werth 


y2  4-  s 

des  reellen  Theils  von  R und  mithin  ist: 

3 
2 


a . 3t 


as  r 


p 

2 


s 


(l-S) 


P 

2 


n‘+i)X‘+^(‘+p) 


V 


C*  P C 

Für  einen  äusseren  Punct  ist  — -f-  — 4-  —r  > 1,  daher 

cta  n /32  y2 

auch,  wenn  s von  0 an  wächst,  anfänglich  S > 1,  bis  für  einen 
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gewissen  Werth  s L von  s,  S = 1 wird,  von  wo  aus  S mit  wach- 
sendem s beständig  abnimmt.  Folglich  ist,  so  lange  s < st,  also 
S > 1,  der  reelle  Theil  von  R Null,  für  s > sJ  aber  erhält  der 
reelle  Theil  von  R den  anderen  Werth;  das  Integral,  welches  die 
Componente  A der  Anziehung  ausdrückt,  ist  mithin  dasselbe  wie 
vorhin,  nur  nicht  von  s = 0 sondern  von  s = st  anfangend.  Da- 
her erhält  man  für  einen  äusseren  Punct: 


3 

2 


,oo 


A sss 


a . o t 


ds . s 


P 

2 


(1-S) 


a 


<^>0  -I)  l l'ö+5)‘ (<+,*)(*+  0 


wo  s t die  positive  Wurzel  folgender  Gleichung  ist: 

a 2 b 3 c 2 

- + — + -A-  = 1. 


0,2  4"  S ß2  -g  s y2  s 

Für  p = 2 ergeben  sich  hieraus  die  bekannten  Resultate. 


4.  Lame  et  Clapeyron,  Memoire  sur  l’equilibre 
interieur  des  corps  solides  homogenes. 

(Grelles  J ournal  für  Math.  Band  7.) 

Diese  Abhandlung  geht,  in  Betreff  der  Natur  eines  homogenen 
festen  Körpers,  von  folgender  Voraussetzung  aus:  Ein  homogener 
fester  Körper,  der  sich  in  Ruhe  befindet  und  auf  welchem  keine 
äusseren  Kiäfte  wirken,  ist  der  Ort  einer  sehr  grossen  Menge 
materieller  Puncte  (von  gleichen  Massen),  die  gleich  weit  und 
sehr  wenig  von  einander  abstehen,  sich  aber  nicht  berühren, 
und  folgendermaassen  auf  einander  wirken:  Wenn  durch  einen 
äusseren  Druck  oder  eine  plötzlich  auftretende  Kraft  zwei  belie- 
bige I uncte  einander  näher  oder  ferner  gerückt  werden,  so  ent- 
steht zwischen  ihnen  eine  Abstossung  im  ersten,  eine  Anziehung 
im  zweiten  Falle,  welche  eine  Function  des  ursprünglichen  Ab- 
standes und  seiner  Aenderung  ist.  Diese  Function  ist  für  jeden 
beliebigen  Abstand  Null,  wenn  die  Aenderung  des  Abstandes  Null 
ist;  sie  nimmt  sehr  schnell  ab,  wenn  der  Abstand  wächst,  so  dass 
sie  einen  unmerklichen  Werth  erhält,  wenn  der  Abstand  einen 
merklichen  Mertli  hat.  Je  nachdem  diese  Function  sich  mehr  oder 
weniger  schnell  ändert,  wenn  der  Abstand  immer  mehr  geändert 
wird,  bewirkt  derselbe  Druck  im  ersteu  Falle  eine  geringere,  im 

3 e 
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zweiten  eine  grössere  Formveränderung;  in  jenem  befinden  sich 
die  starren  Körper  (corps  rigides)  wie  Steine,  Metalle;  in  diesem 
die  elastischen  wie  Cautschuk. 

Die  folgende  Theorie  bezieht  sich  nur  auf  den  Fall  sehr 
kleiner  Formänderungen,  indem  sie  entweder  nur  die  Einwirkung 
schwacher  Kräfte  oder  eine  grosse  Starrheit  des  Körpers  voraus- 
setzt. Alsdann  wird  die  Function  des  ursprünglichen  Abstandes  (4) 
und  seiner  Aenderung  (A4)  sich  auf  das  Product  aus  der  ersten 
Potenz  von  A4  in  eine  Function  F (4)  beschränken,  welche  für  je- 
den merklichen  Werth  von  4 Null  ist. 

Es  seien  x,  y,  z die  recht winklichen  Coordinaten  eines  Theil- 
chens  M im  Innern  des  Körpers,  u,  v,  w die  durch  die  angebrach- 
ten Kräfte  bewirkten  Aenderungen  derselben,  so  ist  es  die  Auf- 
gabe, die  Verrückungen  u,  v,  w durch  x,  y,  z auszudrücken,  unter 
der  Voraussetzung,  dass  sie  sehr  klein  sind,  und  zugleich  die  da- 
mit verbundenen  Spannungen  im  Innern  des  Körpers  zu  bestim- 
men. Bezeichnen  x ',  y',  z'  die  anfänglichen  Coordinaten  eines 
zweiten  Theilchens  M.',  in  der  Nähe  von  M,  und  u',  v',  w'  die 
Verschiebungen  von  M so  hat  man  für  die  Entfernung  MM' = 4 
die  Gleichung  4ä  = (x'  — -x) 2 -f  (y' — y)  * -f-  (z/”~z)25  nnd  für  die 
durch  Verschiebung  der  Theilchen  entstandenen  Aenderung  A4: 

(4  + A4)2  = (x'— x + u'— u)a  -f  (y'— y+V  — v)2-f  (z'  — z + w'  — w)a 
oder,  mit  Weglassung  der  zweiten  Potenzen  von  A4,  u,  u',  ...  und 
indem  man 

x'  — x = h , y ' • — y = k,  z'  — z = 1 
setzt,  4A4  es  h (u' — u)  -f-  k (v' — v)  -f- 1 (w' — w). 

Die  Kraft  mit  welcher  M'  auf  M anziehend  wirkt,  ist  nach 
der  Voraussetzung  = F (4)  . A4,  multiplicirt  man  diesen  Ausdruck 

mit  so  ergeben  sich  ihre  Componenten  nach  x,  y,  z; 

diese  sind  mithin 


(u'— u)|  + (v'~ v)  | + (w'— w)  ^ 


F (4) . ^ nach  x,  u.  s.  f.  1. 


Eine  solche  Componente  ist  positiv  oder  negativ,  je  nachdem 
sie  ihren  Angritfspunct  nach  der  positiven  oder  negativen  Rich- 
tung der  ihr  entsprechenden  Axe  (was  man  durch  vorwärts  oder 
rückwärts  bezeichnen  kann)  fortzuziehen  strebt. 

Die  Verschiebung  u ist  eine  Function  von  x,  y,  z;  bezeichnet 
man  daher  u mit  f (x,  y,  z),  so  ist  die  auf  M'  bezügliche  Verschie- 
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bung  iT  = f (x',  y',  z'),  und  weil  x'  = x -j-  h,  y'  = y -j-  k,  tJ  = z -f-  I, 
so  ist,  wenn  man  nach  Potenzen  von  h,  k,  1 entwickelt  und  die 
höheren  Glieder  weglässt:  * 

z du . du  du  s 

dx  dy  dz 

Dieser  Werth  von  u'  — u,  und  eben  so  die  entsprechenden  für 
v'  — v,  w ' — w sind  in  die  unter  1.  angegebenen  Anzieliungs- 
Componenten  einzusetzen. 

Dieses  vorausgesetzt,  denke  man  sich  in  dem  Körper  eine 
Ebene  E,  parallel  mit  xy,  in  der  Entfernung  = z vom  Anfänge 
der  Coordinaten,  und  einen  auf  ihr  senkrechten  Cylinder,  von  sehr 
kleiner  in  E befindlicher  Grundfläche  £,  von  E aus  rückwärts  er- 
richtet; so  lassen  sich  die  aus  einer  kleinen  Verschiebung  entste- 
henden Wirkungen  der  vor  der  Ebene  E (also  auf  ihrer  vom  Cy- 
linder abgekehrten  Seite)  befindlichen  Theilchen  auf  den  Cylinder 
folgendermassen  finden:  Es  sei  M das  an  der  Grundfläche  £ lie- 
gende Theilchen  des  Cylinders,  dessen  (anfängliche)  Coordinaten 
x,  y,  z sind;  M'  sei  ein  vor  der  Ebene  E liegendes  Theilchen,  des- 
sen anfängliche  Coordinaten  x',  y',  z';  so  findet  man  für  die  Com- 
ponenten  der  durch  Verschiebung  entstehenden  Anziehung  von  M' 
auf  M die  unter  1.  gegebenen  Ausdrücke.  Ferner  sei  M,  ein  Theil- 
chen des  Cylinders,  dessen  anfängliche  Coordinaten  x,  y,  z — p sind, 
wo  p eine  positive  Grösse  bezeichnet,  der  man  nur  sehr  kleine 
Wertlie  beizulegen  braucht,  weil  nur  die  nahe  an  der  Grundfläche 
liegenden  Theile  des  Cylinders  in  Betracht  kommen,  und  es  sei 
noch  Mt'  das  vor  der  Ebene  E befindliche  Theilchen,  dessen  Coor- 
dinaten x',  y',  z' — p sind,  so  dass  die  gerade  Linie  M'1Ml  der  Ge- 
raden M'M  = 4 gleich  und  parallel  ist.  Bezeichnet  man  durch  u,, 
v, , w ( die  Verschiebungen  von  Mt,  und  durch  u/,  v,',  w,'  die 


von  M/,  so  findet  sich  ur  = f (x,  y,  z — p),  also  u l — u 


du 

ck 


du 


u/  = f (x',  y\  z'  — p),  also  u/  ==  u + ~ h -f  ^ k + £ (1  — p)i 


du 

dy 


du 

dz 


folglich  u ' — u — ~h  -}-  ~k  ^ 1 = u' — u,  ebenso  v/ — -v, 
1 1 dx  dy  dz 

— w,  = w/  — w;  woraus  hervorgeht,  dass  die  An- 


— v' 


V,  w. 


ziehung  von  auf  Mt  der  von  M'  auf  M parallel  und  gleich  ist, 
indem  sich  für  die  Componenten  jener  ebenfalls  die  Ausdrücke  1. 
ergeben.  Diese  Ausdrücke  gelten  zunächst  für  die  Einheiten  der 
Masse;  drückt  inan  aber  das  Element  des  Volumens  oder  der  Masse 
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des  Cylinders  von  der  Grundfläche  s,  durch  fdp  aus,  und  setzt  man 

h — 4 cos  9 cos  <9,  k = 4 cos  9 sin  of>,  1 = 4 sin  <p,  wodurch  für  das 

anziehende  Element  M'  oder  M',  der  Ausdruck  42  cos  yd^dapd^  = d>j 

erhalten  wird,  so  hat  man  die  unter  1.  gegebenen  Werthe  noch  mit 

d>* . «dp  zu  multipliciren.  Man  findet  daher,  wenn  zur  Abkürzung 

( du  , . du  . , , du  . \ /dv 

\dx  C°S  ^ C°S  ^ ' dy  C°S  ^ sm  ^ sin  ¥ ) cos  SP  cos  ^ cos  SP 

, dv  . dv  . \ . /dw  , 

cos  -f"  -jj  cos  9 sin  ip  4“  ^7  sin  9 J cos  9 sin  cos  SP  cos  t 


dw  . dw 

H-  -j  — cos  9 sin  y -f-  -j — sm  9 


sin  9 = Q 


gesetzt  wird,  als  Componenten  nach  x,  y,  z folgende  Werthe: 

Q4F(£)  . cos  9 cos  . d>j . fdp,  Q£F(£)  cos  9 sin  'ipdTj  • £dp, 
Q£F(4)  sin  9d^.fdp,  wo  d>>  = 42  cos  9d9d9d£. 

Integrirt  man  diese  Ausdrücke  zuerst  von  p = 0 bis  p = 4 sin  9, 
so  ergiebt  sich  die  Summe  aller  Wirkungen,  welche  in  der  Rich- 
tung (9, '4’)  und  aus  dem  Abstande  4,  von  den  vor  der  Ebene 
£ befindlichen  Theilchen,  auf  den  Cylinder  ausgeübt  werden,  und 


5tf 


integrirt  man  sodann  von  = 0 bis  /4>  = 2*,  von  9 = 0 bis  9 = - 

und  von  4 = 0 bis  zu  4 = oo  (indem  F(4)  = 0 wird,  wenn  4 einen 
merklichen  Werth  hat),  so  erhält  man  folgende  Componenten  der 
auf  den  Cylinder  wirkenden  Anziehung: 

^ 4 (s + if ) ^ * S + a "■->  s ! - 


5t  f00 

wo  A = j?J  4*F4d4  und  der  Factor  s weggelassen  ist,  also  die 

J .O  o 

Kräfte  auf  die  Flächeneinheit  gebracht  sind. 

Auf  dieselbe  Weise  findet  man  für  einen  auf  yz  senkrechten 
Cylinder: 

2.  b. 


/'  du 

dv 

dw\ 

„r  . /dv  du\ 

rr  . / dw 

, du\ 

(3dx- 

+dJ 

’ Y==A\S+dy) 

,Z  — ACdx 

1 dz) 

Und  für  einen  auf  xz  senkrechten  Cylinder: 


dw  dv 
dy  ""dz 


2. c. 


Ein  cylindrisches  (oder  prismatisches)  Element  des  Körpers, 
dessen  Grundflächen  der  Ebene  yz  parallel  sind,  also  die  Seite  pa- 
rallel mit  x,  erleidet  daher  an  seiner  vorderen  (d.  h.  zu  dem 
algebraisch  grösseren  Werthe  von  x gehörigen)  Grundfläche  einen 
schiefen  Druck  oder  Zug  = P « l/X2  -j-  Y2  -f  Z3.  Die  Compo- 
nenten X,  Y,  Z sind  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  sie  ihren 
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Angriffspunct  vor-  oder  rückwärts  zu  ziehen,  also  bezüglich  die 
Werthe  von  X,  Y,  Z algebraisch  zu  vergrössern  oder  zu  vermin- 
dern streben.  Die  Kraft  P ist  ein  Zug  oder  Druck,  je  nachdem 
ihre  auf  der  Fläche  des  zugehörigen  Elementes  normale  Compo- 
nente,  nämlich  X,  positiv  oder  negativ  ist.  Mit  dieser  die  Bedeu- 
tung der  Vorzeichen  betreffenden  Bemerkung  kann  noch  die  Anmer- 
kung zu  dem  später  unter  1.  aufgeführten  Satze  verglichen  werden. 

Denkt  man  sich  daher  in  dem  Körper  ein  prismatisches  un- 
endlich kleines  Element  = dxdydz,  dessen  Grenzflächen  den  Coor- 
dinaten- Ebenen  parallel  sind,  und  gehört  von  den  beiden  mit  yz 
parallelen  Grenzflächen  die  eine  (vordere)  zur  Abscisse  x,  die 
zweite  zu  x — dx,  so  erleidet  die  erste  durch  die  vor  ihr  befindlichen 
Theilchen  einen  schiefen  Zug,  dessen  Componenten  Xe,  Ye,  Za  sind, 
wo  « = dydz,  und  die  zweite  durch  die  hinter  ihr  liegenden  Theil- 
chen des  Körpers  einen  schiefen  Gegenzug,  dessen  Componenten 

- (x-5rdx)'’  -(Y~  Je11*)*’  - (z~  äidx)s  sind;  da- 

her  ergeben  sich  für  die  Resultante  dieser  auf  die  beiden  Grenz- 
flächen dy  dz  wirkenden  Zugkräfte  folgende  Componenten; 
dX  dY  dZ 

dx  dy  dz,  dx  dy  dz,  —dxdydz,  welche  das  Element  bezie- 
hungsweise nach  der  Richtung  der  positiven  x,  y,  z fortzuziehen 
streben.  Für  die  Resultante  der  auf  dx  dz  wirkenden  Kräfte  fol- 
gen die  Componenten: 

dx  dy  dz,  --  dx  dy  dz,  dx  dy  dz  bez.  nach  x,  y,  z 
und  für  die  auf  dx  dy  wirkenden  Zugkräfte  die  Componenten: 
dx  dy  dz,  dx  dy  dz,  dx  dy  dz  bez.  nach  x,  y,  z. 

Sind  nun  TLt  dx  dy  dz,  Y,  dx  dy  dz,  ZL  dx  dy  dz  die  auf  das 
Element  wirkenden  äusseren  Kräfte,  so  müssen  diese  mit  den  vor- 
stehenden bezüglich  nach  x,  y,  z wirkenden  Zugkräften  im  Gleich- 
gewichte sein.  Die  nach  x wirkenden  Zugkräfte  haben  die  Resultante 

C 


mithin  erhält  man  -r— 


dX 

dX' 

dX"> 

dx 

+ dy 

+ i > 

dX 

, dX' 

dX" 

dx 

+ dz 

dY 

, dY' 

dY" 

dx 

+ dy 

+ dz 

dZ 

dZ' 

dZ'' 

dx 

+ dy~ 

+ di 

dx  dy  dz 

-f  X,  =*  0 und  ebenso 

Yj  *=»  0 

-f  Z , ==  0. 
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X', 


Setzt  man  in  diese  Gleichungen  die  Werthe  von  X,  Y,  Z, 
. . . aus  2.,  so  folgt: 


d2u 

d2u 

d2u 

d© 

X* 

dx2 

+ dj* 

+ dz2 

+ 2dF 

+ 

A 

— 0 

d2v 

d2v 

d 2 v 

d® 

Yj 

dx2 

+ dy’ 

+ dz’ 

+ 2 j- 

dy 

+ 

A 

= 0 

d3w 

d3  w 

d2w 

d© 

Z, 

dx2 

+ dy’ 

dz2 

+ 2<b 

+ 

A 

= o 

3. 


© 


du  dv  dw 
dx  + d^  + dT’ 


4. 


wo  noch  gesetzt  ist: 

Der  Ausdruck  © bezeichnet  die  cubische  Ausdehnung  in  der 
Nähe  des  Punctes  x,  y,  z.  Betrachtet  man  nämlich  ein  sehr  klei- 
nes Prisma,  dessen  Kanten  h = x'  — x,  k = y'  — y,  1 = z'  — z sind, 
so  gehen  diese  durch  Verschiebung  über  in  x' + u' — x — u — h 

+ u' — u,  oder  weil  u'  = u+  ^ h,  in  h u.  s.  f. ; und 

da  die  Richtungen  der  neuen  Kanten  von  den  vorigen  unendlich 
wenig  abweichen,  so  verwandelt  sich  das  Volumen  hkl  in  hkl 

0 + e)  0 + e)  0 + ar)* oder  weil  s * E • ar  “hr  klcin 


sind,  mit  Weglassung  ihrer  Producte  in  hkl  (1-f-  ©);  daher  ist© 
die  Ausdehnung  oder  Verdichtung,  je  nachdem  sein  Werth  positiv 
oder  negativ  ist. 


Unter  den  neun  Componenten  X,  Y,  Z,  X',  ...  (s.  Formeln  2.) 
zeichnen  sich  X,  Y',  Z"  als  diejenigen  aus,  welche  auf  den  zuge- 
hörigen Grundflächen  des  Elementes  dx  dy  dz  senkrecht  stehen; 
sie  mögen  deshalb  Normalkräfte  heissen  und  mit  Nt,  N2,  Ns  be- 
zeichnet werden;  die  übrigen  heissen  Tangential- Kräfte ; diese 
sind  zu  zweien  gleich,  zufolge  der  Formeln  2.,  nämlich  Z/  ==  Y", 
X"  — Z,  Y = X'  und  sollen  in  dieser  Ordnung  mit  Tl?  T2,  T3 
bezeichnet  werden.  Aus  den  Werthen  (2.)  von  X = Ni,  Y'  = N2, 
Z"  =5  N3  ergiebt  sich  Nt  + N2  +N3=5A©;  woraus  folgt,  dass 
die  Summe  der  Normalkräfte  für  jede  drei  gegen  einander  senk- 
rechte Ebenen,  in  demselben  Puncte  des  Körpers,  constant  sein 
muss,  weil  sie  der  Ausdehnung  © proportional  ist,  deren  Werth 
durch  Aenderung  der  Coordinaten  nicht  geändert  werden  kann. 

In  der  Abhandlung  werden  noch  mehrere  Sätze  über  die  Ver- 
theilung  des  Zugs  oder  Druckes  im  Innern  des  Körpers  gefunden, 
die  mit  Unterdrückung  der  Beweise  (welche  lediglich  bestehen  in 
der  Verwandlung  der  Ausdrücke  2.  durch  Vertauschung  des  ersten 
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Systemes  rechtwinkliger  Coordinaten  mit  einem  andern  derselben 
Art)  hier  folgen: 

1.  Ein  ebenes  Element  a im  Körper  erleidet,  wenn  beliebige 
äussere  Kräfte  auf  jenen  wirken,  im  Allgemeinen  einen  schiefen 
Zug  oder  Druek  P,  wie  z.  B.  oben  für  ein  der  Ebene  yz  paralle- 
les Element  die  Componenten  dieser  Kraft  P sich  fanden:  X-=NA, 
Y=  T3,  Z = T2.  Werden  nun  durch  einen  Punct  zwei  ebene 
Elemente  a lind  aL  gelegt,  deren  Normalen  beziehungsweise  n und 
iij  sind,  und  sind  P und  Pt  die  darauf  schief  wirkenden  Zug- 
oder Druck -Kräfte,  so- ist  die  Componente  von  P nach  nA  gleich 
der  Componente  von  PA  nach  n,  oder  P cos  (Pn1)  = P1  cos(PAn). 

In  der  Abhandlung  vermisst  man  eine  nähere  Erläuterung 
der  Vorzeichen,  die  bei  diesem  Gegenstände  nöthig  zu  sein  scheint. 
Nämlich  ein  ebenes  Element  s kommt  hier  nicht  für  sich  allein, 
sondern  nur  als  Grenzfläehe  eines  körperlichen  Elementes  in  Be- 
tracht, und  unter  der  darauf  zu  errichtenden  Normale  n ist  der  in 
Beziehung  auf  das  körperliche  Element  nach  aussen  gerichtete  Theil 
der  Normale  zu  verstehen.  Es  ist  also  hier  nicht  blos  das  ebene 
Element  £,  sondern  auch  eine  (beliebige)  Seite  desselben  als  die 
äussere  gegeben,  und  die  Kraft  P,  welche  wir  der  Bequemlichkeit 
wegen  einen  Druck  nennen  wollen,  ist  im  eigentlichen  Sinne  ein 
Zug  oder  ein  Druck,  je  nachdem  die  Kiclitung,  nach  welcher  sie 
ihren  Angriffspunct  zu  ziehen  strebt,  mit  der  nach  aussen  gehen- 
den Normale  einen  spitzen  oder  stumpfen  Winkel  bildet.  Die  Gleich- 
heit der  Componente  von  P nach  nJL  mit  der  von  PA  nach  n, 
welche  im  vorstehenden  Satze  behauptet  wird,  gilt  auch  in  Hin- 
sicht der  Zeichen  j d.  h.  beide  Componenten  fallen  immer  zugleich 
entweder  auf  die  äusseren  Theile  der  Normalen  nA  und  n oder 
beide  auf  die  nach  innen  gerichteten  Verlängerungen.  Dies  ist  für 
das  Folgende  zu  berücksichtigen. 

Sind  die  schiefen  Drucke  P19  P2 , P3  auf  drei  durch  einen 
Punct  gehende  auf  einander  senkrechte  ebene  Elemente  sL9  a3 , 
gegeben,  deren  Normalen  nA,  n2,  n3  ßind;  und  wird  der  schiefe 
Druck  P auf  ein  viertes  durch  diesen  Punct  gelegtes  Element  s 
verlangt,  dessen  Normale  n ist,  so  zerlege  man  zuerst  PA,  P2,  P3 
nach  n,  trage  die  erhaltenen  Componenten  beziehungsweise  auf  die 
Normalen  nA,  n2,  n3  über  und  setze  diese  in  eine  Resultante  zu- 
sammen, welche  den  Druck  P darstellen  wird. 

2.  Die  Summe  der  Quadrate  der  schiefen  Drucke  auf  drei 
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gegen  einander  senkrechten  Ebenen- Elemente  ist  für  jeden  Punct 
des  Körpers  constant,  d.  h.  unabhängig  von  der  Wahl  des  Systems 
dieser  Ebenen. 

3.  Durch  jeden  Punct  des  Körpers  lassen  sich  drei  gegen  ein- 
ander senkrechte  Ebenen  legen,  auf  deren  jeder  der  zugehörige 
Druck,  in  diesem  Puncte,  senkrecht  steht  (Hauptschnitte).  Die  In- 
tensitäten der  auf  sie  wirkenden  Drucke,  welche  mit  A,  B,  C be- 
zeichnet werden  sollen,  wobei  dem  Gegensätze  zwischen  Druck  und 
Zug  der  Gegensatz  der  Vorzeichen  dieser  Grössen  entspricht,  sind  die 
Wurzeln  der  ihrer  Form  nach  sehr  bekannten  cubischen  Gleichung: 

43  — G42  H4  — K = 0 

wo  G=N1+N,+NS,  H=N1N3+N21N3-1-N3N1-T12-T23~T32, 
K = N,. N2 N3  + 2Tt T2  T3  - N\  Ti3  — N2T22  — N3 T3a. 


Die  Ebene  des  zu  A gehörigen  Hauptschnittes  ist  bestimmt 
durch  die  Gleichung: 

x'  — x . y • — y . z'  — z 


AT^TjTs— N1T1  + ATj+TjTs — N,T2  ^ ATj+T,Ta— M5'l 


+ 


rp  0, 


aus  welcher  sich  die  zu  B und  C gehörigen  Hauptschnitte  durch 
Vertauschung  von  A mit  B und  mit  C ergeben.  Nimmt  man  die 
Richtungen  von  A,  B,  C zu  Axen  x,  y,  z,  und  bildet  das  Ellipsoid 

X3  V2  Z3 

dessen  Gleichung  ~ -f-  = 1,  so  stellt  irgend  ein  Halb- 


messer desselben  den  im  Mittelpuncte  Statt  findenden  schiefen 
Druck  auf  einen  Schnitt  dar,  dessen  Ebene  E parallel  ist  der  Be- 
rührungsebene, welche  an  eine  Fläche  zweiten  Grades,  nämlich 

h»+?r  = ±l,  in  dem  Puncte  gelegt  wird,  in  welchem 

A d t 

diese  von  dem  nöthigenfaüs  verlängerten  Halbmesser  des  vorigen 
Ellipsoids  geschnitten  wird.  Haben  A,  B,  C gleiche  Zeichen,  so 
ist  die  zweite  Fläche  wieder  ein  Ellipsoid ; bei  ungleichen  Zeichen 
von  A,  B,  C drückt  die  zweite  Gleichung  zwei  Hyperboloide  aus, 
ein  einfaches  und  ein  zweitheiliges,  welche  einen  gemeinsamen  Be- 
rührungskegel haben.  Die  Halbmesser  des  ersten  Ellipsoids  be- 
zeichnen alsdann  Druck  oder  Zug,  je  nachdem  sie  das  eine  oder 
das  andere  Hyperboloid  treffen;  liegen  sie  im  Berührungskegel,  so 
bezeichnen  sie  Tangential -Kräfte. 

4.  Die  Drucke  auf  drei  gegen  einander  senkrechte  Ebenen 
werden  immer  durch  drei  conjugirte  Halbmesser  des  Ellipsoids 

p + & + & = 1 darstellt. 
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Anwendungen.  1.  Ein  gerades  Prisma  erleide  in  der  Rich- 
tung der  Länge  einen  gleichmässig  über  den  Querschnitt  vertheil- 
ten Zug  (=  T für  die  Flächeneinheit)  und  ausserdem  den  seitli- 
chen Druck  = P von  einer  Flüssigkeit,  in  welche  es  getaucht  ist. 
Ein  Querschnitt  wird  als  befestigt,  d.  h.  seine  Theile  als  unbeweg- 
lich nach  der  Richtung  der  Länge  des  Prismas,  und  ein  Punct  des- 
selben als  ganz  unbeweglich  angenommen.  Nimmt  man  diesen  Punct 
zum  Anfänge  der  x,  y,  z,  den  befestigten  Querschnitt  zur  Ebene 
xy,  also  z zur  Längenaxe,  so  genügt  man  den  Gleichungen  3.,  in 
welchen  Xi?  Yl9  Z,  Null  sind,  weil  keine  äusseren  Kräfte  unmit- 
telbar auf  die  Theilchen  wirken,  durch  die  Annahmen:  u = ax, 
v = ay,  w — bz,  wo  a und  b zwei  noch  zu  bestimmende  Con- 
stanten  sind.  Hieraus  erhält  man  (nach  2.)  X = A (4a  + b), 
Y'  = A (4a  4-  b),  Z"  = A (2a  + 3b);  die  Tangentialkräfte  sind  alle 
Null.  Da  nun  an  der  Oberfläche  X = — P,  Y'  = — • P,  Z"^  T,  so 

folgt  A(2a  + 3b)~T,  A (la  -f  b)  = — P;  mithin  a ~~ — * 3P-fT 


1 P + 2T  . 1 3P  + T 

A 5 ’ A 10 


i 

A 


A*  10 
3P+T 
10 


w = — 


1 P + 2T 


z,  © 


T — 2P 


A ’ 5 “7 5 A 

w ist  die  Verlängerung,  welche  ein  Prisma  von  der  Länge  z er- 
leidet.  Ist  dasselbe  blos  dem  atmosphärischen  Drucke  P ausgesetzt, 

P 


so  ist  T ä — P,  also  w = — - • -=-r  z. 

5 5A 


Ist  es  ausserdem  noch  der 
Zugkraft  F nach  der  Länge  unterworfen,  so  ist  T F — P,  mit- 


hin w' 


2F  — P 
5 A 


z die  Verlängerung.  Die  im  lufterfüllten  Raume 


beobachtete  Länge,  nämlich  z -f-  w,  geht  also  durch  die  Spannung 

F in  z + w'  über;  folglich  ist  ■ — — = - ^ die  durch  den 

° z-J-w  5A  — P 

Zug  F bewirkte  Verlängerung  der  anfänglichen  in  der  Luft  gemes- 
senen Einheit  der  Länge.  Bezeichnet  1 den  beobachteten  Werth 

2F  , . . 2F  P 

woraus  sich  ergiebt  A = 4-  ^ . 


derselben,  so  ist 


5A  — P ~ *’ 


Die  Werthe  der  Constante  A für  verschiedene  Substanzen  sind 
schon  im  Repertorium  angegeben  Bd.  1.  S.  130. 

2.  Anwendung  auf  einen  festen  Körper,  der  in  eine  Flüssig- 
keit getaucht  und  an  seiner  ganzen  Oberfläche  einen  constanten 
Druck  ausgesetzt  ist.  Nimmt  man  im  Körper  einen  Punct,  der  als 
unbeweglich  gedacht  wird,  zum  Anfänge  der  Coordinateu,  so  wer- 


44  4.  Ueber  das  Gleichgewicht  im  Innern  fester  Körper. 


den  sich  alle  Theilchen  demselben  um  eine  ihrem  Abstande  von  ihm 
proportionale  Grösse  nähern,  so  dass  die  Verschiebungen  u — — ex, 
v ==  — cy,  w = — cz  stattfinden,  welche  den  Gleichungen  3. 
Genüge  leisten.  Hieraus  ergeben  sich  die  Normalkräfte  X==Y'=* 
Z"  *=  — 5Ac,  die  Tangentialkräfte  sämmtlich  gleich  Null.  Ist  P 

der  Druck  an  der  Oberfläche,  so  crgiebt  sich  c = ---  . Der  Druck 

Oil 

ist  von  allen  Seiten  gleich,  also  der  Zustand  des  Körpers  nicht 
abweichend  von  dem  einer  Flüssigkeit  unter  demselben  Drucke. 

Die  Verdichtung  beträgt  — © = —-,  und  kann  also  berechnet 

5A 

werden,  wenn  A bekannt  ist.  Vergl.  Rep.  I.  S.  131. 

3.  Anwendung  auf  einen  hohlen  Cylinder  von  sehr  grosser 
Länge,  kreisförmiger  Grundfläche,  an  den  Enden  verschlossen,  von 
innen  und  aussen  ungleichen  aber  beiderseits  constanten  Pressun- 
gen unterworfen.  Für  einen  von  beiden  Enden  sehr  entfernten 
Querschnitt  werden  die  Spannungen,  welche  aus  dem  innern  und 
äusseren  Druck  nach  der  Längenrichtung  des  Cylinders  hervor- 
gehen, sich  über  die  ganze  Dicke  gleichmässig  vertheilen,  und  die 
Verschiebung  jedes  Theilchens  wird  daher  in  einer  Meridianebene 
so  erfolgen,  dass  ihre  Componente  in  der  Richtung  des  Halbmes- 
sers nur  von  diesem  abhängen,  und  ihre  Componente  nach  der 
Länge  des  Cylinders  dem  Abstande  von  einem  als  unbeweglich 
gedachten  Querschnitte  proportional  sein  wird.  Nimmt  man  die 
Ebene  dieses  Querschnittes  für  die  der  xy,  und  setzt  rJ  = xJ  + y2, 
Vx  Vv 

11  = — , v = w = cz,  wro  V die  Verschiebung  in  der  Rich- 
tung des  Halbmessers  r bezeichnet,  welche  blos  von  r abhängt, 


erhält  man: 

. /dV  V\ 

. /dV  v\ 

d2u  , d3u 

X d(d7  + 7.) 

d2v  d2v 

y ‘ Vd7  +7/ 

dxs 


dy3 


dr 


dx; 


© 


dy : 
V dV 

c + 7 + 57' 


dr 


Die  dritte  der  Gleichungen  3.  wird  hierdurch  unmittelbar  ei“ 
füllt,  die  beiden  ersten  geben  gemeinschaftlich: 


dV 


aL 


*T 


t) 


dr 


n 1 dV  , V 

= 0,  also  j -4-  — 
dr  r 


2a,  wo  a eine  Constaute; 


4.  lieber  das  Gleichgewicht  im  Innern  fester  Körper. 
Hieraus  folgt: 

X = A (4a  + C — 2b  — Y = — 


4b  xy 


Z 


Y'  = Y,  Y'  = A (4a  + c + 2b 


(x2  — y2) 


). 


0,  X 


// 
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Y"  = 0,  Z"  = A (2a  + 3c). 

Ist  R der  innere,  R'  der  äussere  Halbmesser  des  Cylinders, 
P der  innere,  P'  der  äussere  Druck,  so  hat  man  für  y=0,  x=r=R, 
X = — P,  und  für  y = 0,  x = r = R/,  X = — P'.  Ferner  muss 
das  Product  aus  der  constanten  Kraft  Z"  in  die  Fläche  des  ringför- 
migen Querschnitts  gleich  der  Resultante  des  von  aussen  und  innen 
auf  die  Grundfläche  wirkenden  Druckes,  also  Z"(R/2  — -R2)  * = 
PR2  er  — P'R/2tf  sein.  Diese  Bedingungen  liefern  die  Constanten: 

pr>3 p/ft'a  narps/p P'i 

a = 0 = b = JäVj-R3)’  wodurch  d!e  ge' 

suchten  Componenten  X,  Y,  Z,  X',  . . . völlig  bestimmt  werden. 

Um  das  Gesetz  kennen  zu  lernen,  nach  welchem  der  Druck 
in  dem  cylindrischen  Ringe  sich  ändert,  betrachte  man  irgend  eine 
Meridian -Ebene,  wofür  man  diejenige  nehmen  kann,  für  welche 
y = 0.  Man  findet  für  y = 0,  x — r, 


X 


PR3  — P'R'3  R2R/2  (P— PO 


R 


R: 


ra  (IC 2 — R2) 


B = Y'  = 


PR2 -P'R'2 


R 


/a 


R: 


RaR/2  (P  — PO  r _ 
■*"  r2  (R'2  — R2)  ’ ““ 


PR2  — P'R'2 


R 


n 


R2 


Die  übrigen  Componenten,  also  die  Tangentialkräfte,  sind 
sämmtlich  Null,  mithin  geben  vorstehende  Werthe  unmittelbar  die 
Drucke  auf  die  Hauptschnitte  an,  welche  nach  den  hier  angenom- 
menen Axen  x,  y,  z wirken.  Ist  der  innere  Druck  P grösser  als 
der  äussere  P',  und  auch  PR2  >-  P'R'2,  so  ist  für  jeden  Punct 
des  cylindrischen  Querschnittes,  oder  für  jedes  zwischen  R und  R' 
liegende  r,  A negativ,  hingegen  B und  C positiv;  also  findet  in 
jeder  Meridian-Ebene  in  der  Richtung  des  Halbmessers  Druck,  hin- 
gegen senkrecht  auf  dieser  Ebene  und  parallel  der  Axe  des  Cylin- 
ders Zug  Statt.  Nach  den  übrigen  Richtungen  bezeichnen,  für  irgend 
einen  Punct  des  cylindrischen  Ringes,  die  Halbmesser  des  Ellipsoids: 

X ^ y 2 £ 2 

-f  jjrj  + = 1 Zug  oder  Druck,  je  nachdem  sie  ausserhalb 

oder  innerhalb  des  durch  die  Gleichung  — -j-  — _j_  ^ q be- 

stimmten Kegels  liegen,  dessen  Axe  (x)  in  die  Richtung  des  Halb- 
messers des  Cylinders  fällt. 
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Die  grösste  unter  allen  vorkommenden  Spannungen  liefert  der 

Werth  von  B für  r = R,  nämlich  li2^  ^ ♦ Soll  diese 

Spannung  die  Grenze  der  vollkommenen  Elasticität  nicht  über- 
schreiten, so  muss  danach  der  Werth  von  R'  bestimmt  werden. 
Es  sei  a die  grösste  zulässige  Spannung,  welche  für  Schmiedeeisen 
14  Kilogr.  auf  das  Quadrat-Millimeter  beträgt,  für  Gusseisen  10  Kil., 
für  Kanonenmetall  6 Kil.,  für  Messing  4 Kil.,  so  ergiebt  sieb,  in- 
dem der  obige  Ausdruck  = a gesetzt  wird, 

R / 

R : 


1/  P + a 


|/  2 P'  — P -f  a 

Diese  Formel  führt  auf  den  Schluss,  dass  wenn  der  innere 
Druck  P nicht  kleiner  ist  als  2P/  -f  a,  nothwendig  eine  Zerreissung 
erfolgt,  wie  dick  auch  die  cy lindrische  Wand  sei.  Ist  der  äussere 
Druck  der  atmosphärische,  also  0,01  Kil,  auf  das  Quadrat-Millim., 
so  findet  man  aus  den  obigen  Werthen  von  a die  Grenze  des  in- 
neren Druckes  P = 2P/  + a = 14,02  Kil.  oder  1402  Atmosphären 
für  einen  Cylinder  von  geschmiedetem  Eisen;  eben  so  1002  Atm. 
für  Gusseisen,  602  Atm.  für  Kanonenmetall  und  402  Atm.  für  Mes- 
sing. Da  inzwischen  die  Grösse  a durch  Dehnung  eines  Stabes 
gefunden  ist,  auf  welchen  seitlich  nur  der  Druck  der  Luft  wirkte, 
während  hier  ein  sehr  beträchtlicher  Seitendruck  in  der  Richtung 
des  Halbmessers  des  Cylinders  besteht,  so  entsteht  die  Frage,  ob 
nicht  der  Werth  von  a nach  Maassgabe  des  Seitendruckes  einer 
Veränderung  unterworfen  sei;  zu  deren  Beantwortung  es  an  Ver- 
suchen fehlt. 

4.  Anwendung  auf  einen  der  Torsion  und  zugleich  einem 
constanten  Drucke  an  der  Oberfläche  ausgesetzten  geraden  Cylin- 
der von  kreisförmiger  Grundfläche,  z sei  die  Längenaxe,  anfan- 
gend von  einem  nach  der  Richtung  der  z als  unbeweglich  ange- 
nommenen Querschnitte,  dessen  Mittelpunct  ganz  unbeweglich  und 
Anfang  der  Coordinaten  ist.  Nimmt  man  an,  dass  jedes  Theilchen 
einen  seiner  Entfernung  von  der  Axe  (r  = \/x2  -f-  y3)  und  sei- 
nen z proportionalen  Kreisbogen,  in  einer  mit  xy  parallelen  Ebene, 
beschreibt,  und  sich  zugleich  dem  Anfänge  der  Coordinaten  um 
eine  seinem  Abstande  von  diesem  (=  i/x2  + y2  + z3)  proportio- 
nale Grösse  nähert,  so  ergeben  sich  folgende  den  Differential-Glei- 
chungen 3.  genügende  Verschiebungen: 

u = — tzy  — ax,  v = tzx  — ay,  w = — az 
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wo  a und  t noch  zu  bestimmende  Constanten  sind.  Hieraus  folgt: 
X = — 5Aa,  Y = 0,  Z=  — Aty,  X'  = 0,  Y'  = — 5Aa,  7/  — Atx, 
X"  = — Aty,  Y"  = Atx,  Z"  = — 5Aa.  Da  für  y » 0,  Z = 0 
wird,  so  folgt,  dass  der  auf  ein  Element  der  Cy linderfläche  wir- 
kende Druck  normal  und  = — 5Aa  ist.  Die  Resultante  von  X u 
und  Y"  ist  die  Torsions -Kraft,  ihre  Intensität  = Atr,  und  das 
gesammte  Torsions-Moment  M = ffh. tr3drd<p  — -l  5tAtR4,  wenn 
R der  äussere  Halbmesser  des  (vollen)  Cylinders  ist;  daher  t =3? 


2M 

■ — . Ist  P der  äussere  Druck,  so  hat  man  nach  P=5Aa:  hier- 

AR4  st 

durch  sind  die  Constanten  a und  t bestimmt.  Der  Winkel  der 

V io  u 

Torsion  © ist  der  Werth  von  - für  y = 0,  oder  von  - fürxssO; 

x J ’ y 


derselbe  ist  © 


tz  = 


2Mz 


, also  der  Länge  z des  Cylinders  di- 
rect und  der  vierten  Potenz  seines  Halbmessers  umgekehrt  propor- 

Mz 

tional,  wie  der  Erfahrung  gemäss  ist.  Kennt  man  © und  ^ aus 


Beobachtung,  so  ergiebt  sich  A.  Die  in  der  Physik  von  Biot  mit- 
getheilten  Torsions-Beobachtungen  von  Coulomb  geben  A — 7493 
Kil.  für  Eisen,  A = 2248  Kil.  für  Messing,  wofür  andere  auf  Deh- 
nung beruhende  Versuche  8000  und  2510  gegeben  haben.  Die  durch 
Torsion  erhaltenen  Werthe  verdienen  vor  den  durch  Dehnung  er- 
haltenen den  Vorzug. 

5.  Anwendung  auf  eine  Kugel,  deren  Theile  sich  nach  dem 
umgekehrten  Verhältniss  des  Quadrates  der  Entfernung  anziehen. 
Jedes  Theilchen  wird  sich  dem  Mittelpuncte  um  eine  blos  von 
seinem  Halbmesser  r abhängige  Grösse  U nähern.  Sind  x,  y,  k 
die  Coordinaten  des  Theilchens  aus  dem  Mittelpuncte,  und  r sss 


_ . * • X 

\/x2  -+•  y2  -f-  z 2,  so  sind  demnach  die  Verschiebungen  u = U - , 

v = U-,  w = U-.  Die  auf  das  Theilchen  wirkenden  Kräfte 
r r 


sind  Xl  = — cx,  Yx  ==  — cy,  Z1  = — cz,  wo  c eine  Constante 
ist.  Man  sieht  sogleich,  dass  u,  v,  w die  partiellen  Ableitungen  von 


I Jdr  sind ; folglich  ^ss  ^ 

° dy  dx  dz 

X,  Y,  Z die  Ableitungen  von  — - 

chungen  3.  in  folgende  über: 

Äd©  e d . r2  d©  c d.r5 


dw 
dx  1 


gw  dv  aw  . , 

, rr-  as  — . Eben  so  sind 
dz 


dw 


cra.  Daher  gehen  die  Glei- 


d©  c d.ra 
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woraus  30=  ~rs+a  folgt;  a ist  eine  Constante.  Nun  ist  © 


2 A 

du  dv  dw  dU  2U  r , dU  2Ü 

di  + ^ + d7  = dr  + 7-;  folsIlchd7+T 


dz  dr 
sich  als  Integral  ergiebt:  U 


is  + 1 ; worau3 


r*  + 5 r + \ ? wo  b die  Con- 


30  A ' 1 9 

stante.  Diese  muss  aber,  für  eine  volle  Kugel,  Null  sein,  damit 


a 


nicht  für  r = 0 , U unendlich  werde.  Also  ist  U = . r3  4-  - r. 

30  A ^9 


Für  x = R,  y = 0,  z = 0,  findet  man  X 


5 Aa  11 . c 


-J 7~—  Ra ; nimmt 


9 ‘ 30 

man  nun  an,  dass  der  Druck  an  der  Oberfläche  für  r — R Null 
ist,  so  muss  der  vorstehende  Werth  von  X verschwinden,  woraus 
^ d.  c R ^ 

- = — ^ * -j£-  hervorgeht , und  mithin  U und  © folgende 
Werth e erhalten: 


U = 


. r 


30  A 

Daher  die  Verrückungen 
cx 


11  cR2 

Iso  _ÄT‘r’  ® 


U = 


30  A \ 5 


, — ? — V = 
" (>- 


6 A 


' 2 ___  _ 


11  cR2 


30  A V 5 


50  A 


R2 — x2— y2 — z 2 


) 


30  A 


x 


aus  welchen  man  für  die  an  dem  Puncte  x = r,  y = 0,  z = 0 wir- 
kende Kräfte  folgende  Werthe  findet: 


X 


11.  c 

' 30 


(R: 


Y';  = — ( 11  K1  — 7r3 ), 


rfn 


30 


(11  R: 


7r2), 


Die  Tangentialkräfte  sind  Null.  Die  Resultante  der  an  der  Ober- 
fläche wirkenden  Anziehung  ist  cR,  nennt  man  daher  <5  das  Ge- 
wicht der  Volumen-Einheit  der  Masse  der  Kugel,  an  der  Oberfläche, 

6 


so  ist  cR  = <5,  also  c 


R 


Der  Druck  in  der  Richtung  des 


Halbmessers  beträgt  für  r = R — h,  also  in  der  Tiefe  h,  — X = 

41  h2x  ,,  11 

— 6 (2h  — oder  für  eine  geringe  Tiefe  nahe  — «5h.  Dagegen 


beträgt  der  Druck  in  einer  auf  dem  Halbmesser  senkrechten  Ebene: 


— Y' 


30 


(UR 


(R  r1’")  = £5 (4R  + 14h  - tt)  ’ 


also  für  kleine  h nahe  = ~ öR;  die  Theilchen  in  der  Nähe  der 

lo 

Oberfläche  erleiden  daher  in  der  Richtung  des  Halbmessers  nur 
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einen  sehr  kleinen,  dagegen  seitlich  einen  ausnehmend  grossen 
Druck,  der  dem  Gewicht  einer  über  der  gedrückten  Fläche  aus 
der  Masse  der  Kugel  errichteten  Säule  von  der  Höhe  = X*T  dies 
Halbmessers  der  Kugel  gleichkommt. 

Noch  andere  Anwendungen  findet  man  in  der  Original- Ab- 
handlung. Zu  bemerken  ist  noch,  dass  die  unter  3.  angegebenem 
Fundamental- Gleichungen  schon  früher  von  Na  vier  aufgestellt 
worden  sind  (Bulletin  des  Sciences  par  la  societe  philomathiqu e 
pour  l’annee  1823,  Seite  181). 


5.  Principia  generalia  theoriae  figurae  fluido- 
rum  in  statu  aequilibrii,  auctore  C.  F.  Gauss. 

Gottingae  1830. 

In  der  von  Laplace  begründeten  Theorie  der  Capillar- Er- 
scheinungen vermisste  man  noch  einen  strengen  Beweis  der  für 
die  Grenze  der  freien  Oberfläche  geltenden  Bedingungs- Gleichung, 
welchen  Gauss  in  genannter  Schrift  an  eine  den  Gegenstand  in 
grösster  Allgemeinheit  umfassende  Untersuchung  geknüpft  hat.  Diese 
geht  von  der  Annahme  mehrerer  physischer  Puncte  m,  m',  m", ... 
in  welchen  die  gleichnamigen  Massen  vereinigt  gedacht  werden, 
und  auf  welche  folgende  Kräfte  wirken:  1.  die  Schwere,  2.  eine 
gegenseitige  Anziehung,  welche  den  Massen  proportional  ist  und 
für  die  Einheiten  der  Massen  durch  eine  Function  f(r)  ihrer  Ent- 
fernung r dargestellt  wird;  3.  eine  Anziehung  fester  Puncte  von 
den  Massen  M,  M',  M",  ...,  welche  durch  eine  Function  F (r)  dar- 
gestellt wird.  Bezeichnet  (mm')  die  Fntfernung  zwischen  m und. 
m',  so  ist  — mm'  f (m,m').  «5  (m,m')  das  virtuelle  Moment  der  auf 
m von  m'  ausgeübten  Anziehung,  insofern  unter  <5(m,m')  das  auf 
eine  Verschiebung  von  m bezügliche  partielle  Differential  von 
(m,m')  verstanden  wird;  eben  so  ist  — mm'f  (m,m'j.  <S'(m,m')  das 
virtuelle  Moment  der  von  m'  auf  m ausgeübten  Anziehung,  inso- 
fern ö'  (m,  m')  sich  auf  eine  Verschiebung  von  m'  bezieht;  bemerkt 
man  noch,  dass  die  Summe  <5(m,  m')  + <5'(m,  m')  = dem  voll- 
ständigen Differentiale  von  (m,  m'),  also  = d(m,  m')  ist,  so  ergiebt 
sich  — mm'  f (m,  in')  d (m,  m')  als  das  gesammte  virtuelle  Moment 
der  gegenseitigen  Anziehung  zwischen  m und  m'.  Ferner  ist 
— mMF  (m,  M)  d (m,  M)  das  virtuelle  Moment  der  von  dem  festen 
Puncte  M auf  m ausgeübten  Anziehung;  endlich  — gmdz  das  vir- 
V.  . 4 
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tuelle  Moment  des  Gewichtes  von  m,  insofern  die  Axe  z vertical 
und  die  Richtung  nach  oben  als  die  positive  angesehen  wird.  Setzt 
man  — y*fx . dx  = yx,  -/ F x . dx  = <&x,  so  sieht  man  leicht,  dass 
die  Summe  der  virtuellen  Momente  aller  auf  die  Puncte  m,  m',  m" 
...  wirkenden  Kräfte  das  Differential  von  folgendem  mit  ß bezeich- 
nehen  Ausdrucke  ist,  nämlich: 

2;  = sm  [ — gz  + | m'  9 (m, m')  -f  a m"  9 (m, m")  + 1 m'"  9 (m, m'") 

+ + M ® (m,  M)  + M/  # (m,  M')  + M"  (m,  M")] 

vf  o 2 die  Summe  aller  Werthe  anzeigt,  welche  der  eingeklam- 
n lerte  Ausdruck  erhält,  wenn  darin  zuerst  m mit  m',  dann  m mit 
1 n",  u.  s.  f.  vertauscht  wird.  Für  die  Lage  des  Gleichgewichtes 
? muss  das  Differential  von  ß Null  oder  negativ  sein,  oder  die  Fun- 
ction ß muss  für  keine  unendlich  kleine  Verrückung  aus  der  Lage 
des  Gleichgewichtes  eine  positive  Zunahme  erhalten. 

Tritt  an  die  Stelle  der  getrennten  Puncte  M,  M',  M",  ...  ein 
den  Raum  S mit  unveränderlicher  Dichtigkeit  C erfüllender  Kör- 
per, so  ist  CdS  das  Massenelement  desselben,  und  die  Summe 
M ^ (m,  M)  + M'  (m,  M')  -f-  M"  (in,  M")  verwandelt  sich  in  das 
Integral  Cy*dS<S?  (m,  dS),  das  über  den  ganzen  Raum  S auszudeh- 
nen ist;  und  werden  noch  die  Puncte  m,  m',  m",  ...  als  Elemente 
einer  mit  constanter  Dichtigkeit  c den  Raum  s erfüllenden  Masse 
angesehen,  so  verwandelt  sich  der  Ausdruck  ß in  folgenden: 
ß = — gc f zds  + F cc ff  ds  ds'  9 (ds,  ds')  + cC/JTds  dS  3»  (ds,  dS).  1. 
Hier  bezeichnen  ds  und  ds'  Elemente  desselben  Raumes  s,  dessen 
Massentheilchen  nach  der  Annahme  einander  anziehen ; (ds,  dS)  die 
Entfernung  zwisehen  einem  Elemente  des  Raumes  s und  einem 
des  Raumes  S. 

Die  characteristische  Eigenschaft  flüssiger  Körper  besteht  in 
der  vollkommenen  Beweglichkeit  ihrer  Theilchen,  vermöge  deren 
sie  jede  Gestalt  annehmen  können  und  dem  kleinsten  Drucke 
nachgeben,  der  ihre  Gestalt  zu  ändern  strebt.  Bei  der  gegenwär- 
tigen Untersuchung  wird  das  Volumen  jedes  flüssigen  Theilchens 
als  unveränderlich  angenommen;  der  Werth  von  £2  kann  mithin 
nur  durch  Aenderung  der  Gestalt  des  von  der  Flüssigkeit  erfüllten 
Raumes,  dessen  Volumen  immer  dasselbe  bleibt,  eine  Aenderung 
, erleiden,  und  muss,  für  das  Gleichgewicht,  bei  unveränderlich  ge- 
gebenem Volumen  der  Flüssigkeit,  durch  keine  unendlich  kleine 
Aenderung  ihrer  Gestalt  eine  Zunahme  erhalten  oder  in  diesem 
Sinne  ein  Maximum  sein. 
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Das  erste  Glied  in  dem  obigen  Ausdrucke  für  ß stellt  das 
Product  aus  dem  Gewichte  der  Flüssigkeit  in  die  Tiefe  ihres 
Schwerpunctes  dar.  Das  zweite  und  das  dritte  Glied  stellen  be- 
sondere Fälle  einer  allgemeinen  Aufgabe  dar,  nämlich  wenn  irgend 
zwei  Räume  gegeben  sind,  die  Summe  der  Producte  zu  finden, 
deren  jedes  besteht  aus  einem  Element  des  ersten  Raumes,  multi- 
plicirt  in  ein  Element  des  zweiten  und  in  eine  Function  der  Ent- 
fernung zwischen  beiden  Elementen.  Das  zweite  Glied  bezieht  sich 
auf  den  Fall,  wo  beide  Räume  sich  völlig  decken,  das  dritte  auf 
\ den  Fall,  wo  sie  ganz  ausser  einander  liegen;  im  Allgemeinen  kön- 
nen beide  Räume  zum  Theil  in,  zum  Theii  ausser  einander  liegen. 

Es  bezeichne  ^ irgend  einen  Punct  im  Raume  s oder  ausser 
ihm.  Um  das  über  den  ganzen  Raum  s sich  erstreckende  dreifache 
Integral  y*ds<p  (^,  ds)  auf  ein  zweifaches  zurückzuführen,  sei  um 
) den  Mittelpunct  eine  Kugel  vom  Halbmesser  1 beschrieben,  von 
deren  Oberfläche  dri  ein  Element  vorstelle.  Beschreibt  man  noch 
um  den  Mittelpunct  ^ zwei  Kugeln  von  den  Halbmessern  r und 
i r + dr,  welche  die  Pyramide  P,  deren  Spitze  ^ Grundfläche  dn, 
oder  ihre  Fortsetzung,  innerhalb  des  Raumes  s schneiden,  so  ist 
r2dndr  das  zwischen  diesen  Kugelflächen  enthaltene  Element  der 
Pyramide  oder  des  Raumes  s,  und  man  hat,  da  (<u,  ds)  — r ist, 
/ds  (<u,  ds)  = yr2dndr  . q>r.  Liegt  fi  ausserhalb  des  Raumes  s,  und 
sind  r',  r",  r'",  u.  s.  f.  die  Werthe  von  r (alle  positiv  zu  nehmen), 
bei  welchen  die  Pyramide  P in  den  Raum  s zum  erstenmale  eintritt, 
dann  austritt,  dann  wieder  eintritt,  u.  s.  f.,  so  erhält  man,  allge- 
mein Jv2  <pr  dr  = — ^r  setzend,  durch  Integration  nach  r, 
ß2 dndr  q>r  = dri  t^r'  — ^r"  -f  opr///  — . . . ) 

Es  sei  ferner  dt'  das  Element,  welches  die  Pyramide  bei  ih- 
rem Eintritt  in  den  Raum  s,  also  für  r = r',  von  der  Oberfläche 
desselben  abschneidet,  q'  der  Winkel  zwischen  der  von  einem 
Punct  von  dt'  nach  gehenden  Geraden  r'  und  der  in  dt'  nach 
aussen  errichteten  Normale  der  Oberfläche  des  Raumes  s ; ähnliche 
Bedeutung  haben  dt",  q"  für  r = r",  wo  nämlich  der  Winkel  q" 
wieder  durch  die  im  Element  dt"  nach  aussen  errichtete  Normale 
und  die  von  dt"  nach  gehende  Gerade  r"  gebildet  wird,  u.  s.  f., 
so  hat  man 

, , dt' . cos  q'  dt"  . cos  q"  dt"' . cos  q'" 

dn  = 4-  i-  = * i-  S3  4-  — r—“  BO  . . • 

n r r'  r"  r"  ” r'" 

folglich  das  gesuchte  Integral: 
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/dH  (ipr'  — ipr"  + — . . . ) = 

dt'«  cos  q'.apr'  ^ dt" . cos  q" . opr"  dt"',  cos  q"'.  tf>r' 


/( 


r'  r' 


+ 


r"  r'' 


r/// 


+ 


. « . 


Daher  ergiebt  sich  der  Werth  des  über  den  ganzen  Raum  s 
zu  erstreckenden  Integrals  /dsy  (>,  ds),  weun  ^ ausserhalb  s liegt, 
gleich  dem  über  die  ganze  Oberfläche  t des  Raumes  s auszudeh- 
nenden Integrale  — i-\  wodurch  das  vorgelegte  dreifache 

Integral  auf  ein  zweifaches  gebracht  ist,  in  welchem  q den  Win- 
kel zwischen  der  im  Elemente  dt  der  Fläche  t nach  aussen  errich- 
teten Normale  und  der  von  diesem  Elemente  nach  /x  gehenden 
Geraden  r bedeutet. 

Liegt  ft  in  s,  und  sind  r',  r",  r'",  . ..  wie  oben  die  Werthe 
von  r,  für  welche  P die  Oberfläche  des  Raumes  s zum  ersten, 
zweiten,  dritten,  ....  Male  schneidet,  so  giebt  die  erste  Integra- 
tion nach  r: 

dH  (ij^o  — ajV  + apr"  — apr'"  + ) 

, i • v • . i dt'.eosq'  , dt",  cos  q"  dt'",  cos  q'" 

und  zugleich  ist  dn  = = + —777-—  = 7-7»  — 

folglich  das  gesammte  Integral 

/ds<p  0,  ds)  = /dm+0  at-7^19  —4*^0 

für  einen  innern  Punct  ^ . Liegt  ^ in  der  Oberfläche  t,  so  ist  im 
vorstehenden  Ausdruck  2#xpo  anstatt  dtf'ipo  zu  setzen,  wenn  die 
Oberfläche  an  dieser  Stelle  keine  Spitze  oder  Kante  darbietet  (wel- 
cher besonderen  Fälle  in  diesem  Auszuge  überhaupt  nicht  erwähnt 
wird).  Durch  vorstehende  Betrachtung  wird  das  sechsfache  Inte- 
gral g//*dsdS  gp(ds,  dS)  auf  ein  fünffaches  gebracht,  denn  man  hat 

y*d sq>(ds,  dS)  = f--~  C°^  ? wenn  dS  ausserhalb  s, 

hingegen  = 43tipo  -f-  y»dt . cosq  - , wenn  dS  innerhalb  s. 

Bezeichnet  daher  er  den  Raum,  welcher  beiden  Räumen  s und 
S gemeinschaftlich  angehört,  so  ergiebt  sich 

jQrdsdSy(ds,dS)  = 4*^0  + g). 

Zur  Fortsetzung  der  Reduction  betrachte  man  das  dreifache 

Integral  j'^  ‘ c°^s  **  — - ? in  welchem  ^ einen  Punct  der 

Oberfläche  t und  q die  Neigung  der  daselbst  nach  aussen  errich- 
teten Normale  gegen  die  von  v*  nach  dS  gerichtete  Gerade  bezeich- 
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net.  Denkt  man  sich  um  ft  eine  Kugel  vom  Halbmesser  1 beschrie- 
ben, und  schneidet  die  aus  der  Spitze  ^ auf  dem  Elemente  der 
Kugelfläche  dn  errichtete  Pyramide  die  Oberfläche  T des  Raumes 
S in  den  Elementen  dT',  dT",  für  welche  (ft,  dS)  = R die 
Werthe  R',  R",  . hat,  und  wo  Q',  Q",  ...  die  Neigungen  der 
nach  aussen  gerichteten  Normalen  gegen  die  nach  ft  gerichteten 

„ , . . . , dT'  cos  Q'  dT"  cos  Q" 

Geraden  sind,  so  ist  drt  = ± ~ = h?  — ==...; 

7 lY  Iv  n K 

die  oberen  oder  unteren  Zeichen  gelten  je  nachdem  ft  ausser  oder 

in  dem  Raume  S liegt.  Da  ferner  dS  = R2  dridR,  so  wird 

“ ^ndR  cos  q.  i^R,  und  wenn  man  yHR . i[>R  = 

— >R  setzt,  so  erhält  man  durch  Integration  nach  R: 
dS  . cos  q . o|>R 


/ 


drt  cos  q ( ^R/  — <^R"  + SR'" 


^ wo  ^ s-  ii.  — . . . ) wenn  ft 

ausser  S liegt,  oder  = dncos  q (>o  — - >R'  + ^R" — £R/J7 . . . ) 

wenn  ft  in  S liegt.  Führt  man  noch  für  dn  die  obigen  Ausdrücke, 

jeden  an  seiner  Stelle  ein,  so  ergiebt  sich  der  Werth  des  dreifa- 

, T , . .dS  . cos  cf . ah  (ll.  dS)  ..dT  . cos  q cos  Q . 

chen  Integrals  / — / /■ — - — - für  ein 

° J {ft,  dS)2  J KR 


ausser  S liegendes  ft,  wo  das  Integral  über  die  ganze  Oberfläche 
T von  S auszudehnen  ist.  Für  ein  in  S befindliches  ft  gilt  der* 
selbe  Ausdruck  noch  vermehrt  um  <^o  .ydncos  q.  Da  q die  Nei- 
gung der  in  dem  Elemente  ft  = dt  auf  der  Fläche  t nach  aussen 
errichteten  Normale  gegen  die  von  ft  nach  einem  Elemente  des 
Raumes  S gezogene  Gerade  bedeutet,  welche,  wenn  ft  in  S liegt, 
von  diesem  Puncte  aus  jede  beliebige  Richtung  haben  kann,  so 
heben  sich  die  Elemente  des  über  die  ganze  Kugelfläche  auszudeh- 
nenden Integrals  yhrr.  cos  q paarweise  auf  (nämlich  ihre  zu  q und 
st — q gehörigen  Werthe);  folglich  ist  dieses  Integral  Null,  und  der 
für  das  äussere  ft  geltende  Werth  besteht  auch  unverändert  für 
das  innere.  Liegt  aber  der  Punct  ft  in  der  Oberfläche,  so  ist  dem 
obigen  Ausdrucke  ebenfalls  das  Integral  ^o./’dncosq  beizufügen, 
die  Integration  aber  nur  über  diejenigen  Elemente  der  Kugelfläche 
auszudehnen,  deren  von  ft  ausgehende  Halbmesser  ihren  zunächst 
an  ft  liegenden  Theil  innerhalb  S haben.  Beschränken  wir  uns  auf 
die  Annahme,  dass  die  Oberfläche  von  S und  s einander  in  ft  be- 
rühren, so  ist  q die  Neigung  eines  Halbmessers  gegen  den  in  Bezug 
auf  s nach  aussen  gerichteten  Theil  der  gemeinsamen  Normale  bei- 
der Oberflächen;  man  hat  ferner  dri es  sin  q.d^dq,  und  indem 
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man  von  = 0 bis  t[>  = 2*  integrirt,  Je ln  cos  q = 2*ysinqcos  qdq, 

welches  Integral  in  Bezug  auf  q von  q = 0 bis  q ~ - oder  von 

£ 

qss  - bis  q = st  zu  nehmen  ist,  je  nachdem  die  Flächen  s und  S 


in  auf  verschiedenen  oder  auf  einerlei  Seite  ihrer  gemeinsamen 
ßerührungs- Ebene  liegen,  und  mithin  in  dem  ersten  dieser  Fälle 
ess  -f-  tf,  im  zweiten  — wird. 

Zusammengenommen  ergiebt  sich  aus  diesen  Betrachtungen  das 

Integral  JJ’ds  dS  y (ds,  dS),  wenn  die  beiden  Räume  s und  S den 

Raum  er  gemein  haben,  und  wenn  sie  sich  in  der  Fläche  von 

aussen,  in  der  Fläche  £ von  innen  berühren,  folgender  Werth: 

. _ , /»/»dt  dT . cos  q cos  Q . <3*  (dt,  dT)  » 

4sr<M[»o  — + *a'^o  + ff (dt,  dT) a ’ A‘ 


welcher  noch  eine  vierfache  Integration  über  die  Oberflächen  t und 
T erfordert.  In  diesem  Ausdrucke  ist  q die  Neigung  einer  in  dt 
auf  t nach  aussen  errichteten  Normale  gegen  die  von  dt  nach  dT 
gehende  Gerade,  und  Q die  Neigung  der  in  dT  auf  T nach  aussen 
errichteten  Normale  gegen  dieselbe,  aber  von  dT  nach  dt  gerich- 
tete, Gerade. 

Die  von  Laplace  der  Theorie  der  Capillar-Erscheinungen  zu 
Grunde  gelegle  Annahme  ist  bekanntlich  diese,  dass  die  Functio- 
nen fr  und  g>r  für  jeden  messbaren  Werth  von  r verschwinden, 
und  nur  für  sehr  kleine  r merkliche  Werthe  haben.  Gauss  be- 
stimmt sie  noch  näher  dahin,  dass  wenn  M irgend  eine  Masse  be- 
zeichnet, wie  sie  in  den  Versuchen  vorkommt  und  welche  mithin 
gegen  die  Erdmasse  verschwindet,  die  Intensität  =M.fr,  mit  wel- 
cher diese  als  Punct  gedachte  Masse  auf  einen  in  der  Entfernung  r 
liegenden  Punct  anziehend  wirkt,  gegen  die  Wirkung  der  Schwere 
in  diesem  Puncte  verschwindet,  sobald  r einen  messbaren  Werth 
hat.  Da  diese  Voraussetzung  nur  angenähert  richtig  ist,  so  besitzt 
auch  die  darauf  gegründete  Theorie  nicht  mathematische,  wohl 
aber  solche  Genauigkeit,  welche  den  genauesten  Versuchen,  die 
man  gegenwärtig  anstellen  kann,  völlig  entspricht. 

Unter  fr  hat  man  nur  den  Theil  der  Anziehung  zu  verstehen, 
welcher  nach  Weglassung  des  dem  Quadrate  der  Entfernung  um- 
gekehrt  proportionalen  Theiles  übrig  bleibt;  denn  dieser  weggelas- 
sene Theil  kann  unter  allen  Umständen  nur  eine  unmerkliche 
Aenderung  der  Schwere  bewirken.  Ist  nämlich  eine  gegen  die  Erd- 
masse verschwindende  gleichartige  Masse  M als  Kugel  gestaltet,  so 
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sieht  man  leicht,  dass  ihre  Anziehung  auf  einen  Punct  ihrer  Ober- 
fläche gegen  die  Schwere  in  diesem  Puncte  verschwindet;  ferner 
lässt  sich  zeigen,  dass  die  grösste  Anziehung,  welche  diese  Masse 
M nach  dem  Gravitationsgesetze  ausüben  kann,  sich  zu  ihrer  An- 

3 , 

ziehung  als  Kugel  auf  einen  Punct  ihrer  Oberfläche  wie  3 : \/25 
verhält  und  mithin  mit  dieser  zugleich  verschwindend  klein  ist. 
Um  dieses  Verhältnis  zu  beweisen,  bemerke  man,  dass  die  Masse 
M,  um  die  grösste  Anziehung  auszuüben,  ganz  auf  einer  Seite  des 
angezogenen  Punctes  liegen  muss,  dass  ihre  Querschnitte  senkrecht 
auf  der  Richtung  der  resultirenden  Anziehung  (welche  die  Axe  der 
x sei)  Kreise  sein  müssen,  deren  Mittelpuncte  in  x liegen,  und 
dass  der  angezogene  Punct  sich  in  der  Oberfläche  des  Körpers, 
nämlich  in  dessen  Scheitel,  befinden  muss.  Denn  werden  diese  Be- 
dingungen nicht  erfüllt,  so  kann  man  allemal  durch  Verlegung  von 
Theilen  der  Masse  die  Anziehung  in  der  Richtung  der  Axe  x ver- 
grössern.  Nimmt  man  den  Ort  des  angezogenen  Punctes  zum  An- 
fänge der  x,  und  bezeichnet  mit  r den  Halbmesser  des  zur  Abscisse 
x gehörigen  Querschnittes,  so  ergiebt  sich  aus  diesen  Bedingungen 
für  die  resultirende  Anziehung  X,  die  Dichtigkeit  = 1 gesetzt, 


1 


X = 2*  / (1 


X 


;)dS 


l/r2  -J-  x2. 

wo  1 der  Werth  von  x am  Ende  des  Körpers  ist.  Zugleich  ist 
*/  r2dx  der  Ausdruck  für  die  Masse  M,  oder  wenn  R den  Halb- 

o 

messer  der  aus  der  Masse  M gebildeten  Kugel  bezeichnet,  so  hat 

1 3 

man  J r2dx  = |R  , als  Bedingung,  unter  welcher  X seinen  gross- 

° 3 

ten  Werth  erhalten  soll.  Hieraus  folgt  h4x2  *=  (r2  +xa)  oder 

A JL 

ra  = h3x3  — x2  als  Gleichung  für  die  Meridian -Curve  des  gesuch- 
ten Umdrehungskörpers,  in  welcher  h eine  Constante  bezeichnet, 
und  folglich: 


x = 2*1  Q — i |h3i 


X ls 

3 1 


AR*. 


Der  grösste  Werth  von  X findet  Statt  für  1 — h,  h = R näm- 
4 # R 


lieh  X 


1/25 


Als  Kugel  übt  die  Masse  M auf  einen  Punct  ih- 


rer Oberfläche  die  Anziehung  A 


4*  R 


; folglich  ist  X : A sa  3 : 1/25. 


3 
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Versteht  man  daher  unter  fr  den  von  der  Gravitation  befrei- 

/»CQ 

ten  Theil  der  Anziehung , so  wird  das  Integral  J Ir. dr  = yr  für 

r 

jeden  merklichen  Werth  von  r Null  sein,  für  unmerkliche  r aber 
merkliche  Werthe  haben,  die  mit  abnehmendem  r wachsen;  für 

r ==  0 kann  sogar  9)0  = 00  sein.  Setzt  man  ferner  fT2  yr  dr  = a[?r, 

r 

/fl 

ra  g>rdr  = af/r,  wo  a eine  constante 

F 

messbare  Grösse  bezeichnet,  so  ist  ebenfalls  für  jedes  messbare 
r,  bis  zur  Grenze  a,  unmerklich,  hingegen  erhält  es  für  unmerk- 
liche r,  merkliche,  und  mit  abnehmendem  r wachsende  Werthe; 

' die  Erscheinungen  fordern  jedoch,  dass  a}jo  einen  endlichen  Werth 
habe,  den  man  sich  als  sehr  gross  zu  denken  hat.  Es  sei  ferner 

f r.dr  = £>r,  so  ist  ebenfalls  ^r  nur  für  sehr  kleine  r merklich; 

r 

ferner  aber  lässt  sich  beweisen,  dass  der  Quotient  — , welcher  of- 
fenbar eine  lineare  Grösse  ist,  für  r = 0 einen  unmerklichen  Werth 
hat.  Denn  da  opr  von  'ipo  an  so  schnell  abnimmt,  dass  es  für  jedes 

messbare  r unmerklich  wird,  so  ist  der  Werth  von  r,  für  welchen 

/»R 

ij;r  ss  i opo  wird,  unmessbar  klein ; er  sei  £>.  Nun  ist J a^rdr  = ^0  — ^R, 

/»R  (3*0 

oder  J (apo  — o^r)  dr  — Rof;o  — <30  + ^R.  Setzt  man  R = — und 

nimmt  an,  dass  R eine  messbare  Grösse  habe,  so  wäre  offenbar 

J (apo  — opr)  dr  > J (a^o  — ^r)  dr  > J (a{x>  — ipg)  dr,  weil  für  r > q, 

c « « R 

op r<olR3,  mithin  — apr > — 'ipQ  ist;  folglich  wäre  ,/%(a}jo — o^r)  dr  = 

O 

>R>  (i[jo  — - o|;q ) (R — q),  oder  weil  \ ^0,  £vR  > Japo.fR — q), 

mithin  ^R  eine  messbare  Grösse,  was  nicht  angeht,  da  >R  für 
ein  messbares  R verschwindend  klein  sein  muss.  Daher  kann  R = 


keine  messbare  Grösse  haben. 


Betrachten  wir  zunächst  das  Integral  r^,cos  Ck*-C0^  Q ‘ ^ 

n J (/a,  dt) 3 


in  welchem  /t  irgend  ein  Element  der  Fläche  T bezeichnet,  so 
sind  alle  Elemente  desselben,  welche  zu  einem  messbaren  Werthe 
des  Abstandes  (/a,  dt)  gehören,  offenbar  Null,  weil  für  ein  mess- 
bares r,  ,3t  = 0 ist;  mithin  hat  das  vorstehende  Integral  nur  dann 
einen  messbaren  Werth,  wenn  der  Punct  & von  der  Fläche  t un- 
merklich  absteht,  und  braucht  nur  auf  die  dem  Puncte  sehr  nahe 
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liegenden  Tlieile  von  t ausgedehnt  zu  werden.  Setzt  man  ferner 

für  7 ~^v  wieder  ± dn,  indem  man  unter  dri,  wie  früher,  das 
dt) 

Element  einer  um  den  Mittelpunct  ^ mit  dem  Halbmesser  = 1 be- 
schriebenen Kugel  versteht,  und  von  den  Vorzeichen  das  obere 
oder  untere  nimmt,  je  nachdem  die  äussere  oder  innere  Seite  der 
Fläche  t nach  /x  gekehrt  ist,  so  verwandelt  sich  das  obige  Integral, 
in  f zt  dn.  cos  Q.  > dt).  Liegt  nun  <<x  in  der  Oberfläche  selbst, 
so  ist  der  Raum,  welchen  einerseits  die  durch  ^ an  t gelegte  Be- 
rührungs-Ebene, andererseits  die  Folge  der  von  /x  nach  den  sehr 
nahe  liegenden  Puncten  der  Fläche  t gezogenen  und  weiter  ver- 
längerten Halbmesser  auf  der  Kugelfläche  abschneidet,  offenbar 
sehr  klein,  und  mithin  verschwindet  das  vorstehende  Integral. 
Hierbei  wird  die  Fläche  in  der  Umgebung  von  ^ als  stetig  ge- 
krümmt angenommen. 

Befindet  sich  dagegen  in  einer  unmessbar  kleinen  Entfer- 
nung von  t,  so  erhält  das  Integral  f ±l  dn.  cos  Q ♦ > (>,  dt)  einen 
endlichen  Werth.  Denkt  man  sich  von  ^ aus  eine  Normale  n nach 
der  Fläche  t gezogen,  setzt  (/x,  dt)  = r,  und  ist  p die  feste  Gerade, 
welche  mit  r den  Winkel  Q einschliesst  (nämlich  p die  in  /x  auf  der 
Fläche  T nach  aussen  errichtete  Normale),  so  hat  man  ^ (rp)  = Q, 
und  setzt  man  noch  d (nr)  — v,  ^ (np)  = k,  endlich  die  Neigung 
der  Ebene  nr  gegen  np  gleich  w,  so  folgt  cos  Q — cos  v cos  k 
4*  sin  v sin  k cos  w,  ferner  dn  = sin  v . dwdv,  mithin 

/dH . cos  Q . = f 'cos  v cos  k + sin  v sin  k cos  w)  sin  v . >r . dv  dw. 


Integrirt  man  zuerst  nach  w von  0 bis  2*,  so  ergiebt  sich 
der  Werth:  2x  cos  k f cos  v . sin  v . . dv.  Um  die  noch  übrige 

Integration  zu  vollziehen,  kann  man  das  den  Fusspunct  der  Nor- 
male n zunächst  umgebende  Theilchen  der  Oberfläche  t,  auf  wel- 
ches allein  die  Integration  auszudehnen  ist,  als  eben  betrachten; 
bezeichnet  man  mit  q seinen  kürzesten  Abstand  von  so  ist 


r cos  v = q,  mithin  sin  v . dv 


^dr 


,2  9 


daher 


/dn  . cos  Q . cos  k . / 


<>r . dr 


wo  die  Integration  von  r = q bis  zu  einem  beliebig  kleinen  mess- 


baren r auszudehnen  ist. 


Wird  allgemein 


!>r . dr 
r3 


>'r 

2r* 


gesetzt, 


SB 
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wo  a irgend  ein  messbares  r vorstellt,  so  ist  I — 1 — r-  ' ? 


2q 


und 


mithin  das  obige  Integral  — * cos  k . ©'g.  Daher  ist 

— (dT,  di ~y =/±dn.cosQ.^(dT,dt)==±5tcos 

wo  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  gelten,  je  nachdem  das  Ele- 
ment = dT  sich  auf  der  äusseren  oder  inneren  Seite  der  Fläche 
t,  in  dem  unmessbar  kleinem  Abstande  = q von  demselben  befin- 
det, und  wo  k die  Neigung  der  in  dT  nach  aussen  errichteten 
Normale  p gegen  die  von  dT  auf  t gefällte  Normale  n,  deren  Länge 
durch  ausgedrückt  wurde,  bezeichnet. 

Hieraus  folgt  weiter,  dass  das  Integral 


► dT  dt . cos  q . cos  Q . ^ (dT,  dt) 


= Jdz  * cos  k . &'q  . dT 


(dT,  dt)  3 

nur  dann  einen  merklichen  Werth  haben  kann,  wenn  sich  in  un- 
messbar kleiner  Entfernung  von  t ein  messbarer  Theil  von  T vor- 
findet. Da  ein  solcher  von  dem  Parallelismus  mit  t nicht  merklich 
abweichen  kann,  so  ist  für  alle  Puncte  desselben  cos  k von  4*  1 
oder  von  — 1 nicht  merklich  verschieden;  je  nachdem  nämlich  die 
äussere  oder  innere  Seite  von  T der  Fläche  t zugekehrt  ist.  Da  zu- 
gleich in  dem  vorstehenden  Integrale  das  obere  oder  untere  Vor- 
zeichen gilt,  je  nachdem  das  entsprechende  Element  dT  auf  der 
äusseren  oder  inneren  Seite  von  t liegt,  so  erhält  das  obige  Inte- 
gral den  Werth  = J±l  ct  <>'  q . dT,  in  welchem  das  positive  Zeichen 
überall  da  gilt,  wo  gleichnamige,  das  negative,  wo  ungleichnamige 
Seiten  der  Fläche  t und  T einander  zugekehrt  sind.  Bezeichnet 
man  die  Summe  aller  Theiie  der  ersten  Art,  für  eine  beliebige  der 
Flächen  t oder  T,  mit  T',  der  anderen  mit  t,  so  ist  4- ./*>' q dr' 
— d er  Werth  dieses  Integrals.  Setzt  man  diesen  Werth 

in  A.,  so  kommt 

ffds  dS  9 (ds,  dS)  = 4tfcra};0  — 4-  cts'&o  4-  */*< dr'  — tf/V^dr. 

Um  hieraus  den  Werth  von  ß zu  bilden,  bemerke  man,  dass 
für  das  zweite  Glied  des  Ausdruckes  & der  Raum  S mit  s zusam- 
menfällt; daher  für  dieses  cr  = s wird,  ferner  £ = t,  wo  t die  ganze 
Oberfläche  von  s anzeigt,  endlich  *'  = 0.  Ferner  ist  t'  = 0,  wenn 
im  Raume  s keine  leeren  Zwischenräume  oder  Spalten  von  mess- 
barer Ausdehnung  aber  unmessbar  kleiner  Breite  Vorkommen,  und 
t *5=  0,  wenn  q keinen  Theil  von  messbarer  Ausdehnung  aber  nur 

unmesßbar  kleiner  Dicke  enthält.  Werden  solche  Fälle,  in  welchen 

n 
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t'  und  » nicht  Null  sind,  bei  Seite  gesetzt,  so  ergiebt  sich  der  Werth 
des  zweiten  Gliedes  in  ß gleich:  - cc  (4*saj>o — tft^o). 

Für  das  dritte  Glied  von  ß ist,  da  die  Räume  s und  S (der 
Flüssigkeit  und  des  Gefässes)  keinen  gemeinsamen  Theil  haben, 
crr=0:  ferner  ist  e ==  0,  «'  = T = der  von  der  Flüssigkeit  berühr- 
ten Fläche  des  Gefässes;  folglich  ergiebt  sich,  wenn  man  für  f,  <p, 
> die  gleichnamigen  grossen  Buchstaben  setzt,  der  Werth  des 
genannten  Theils  von  ß gleich  *cCT0o.  Zu  diesem  Werthe  kommt 
noch  das  Glied  — ctcC f ©k>  . dT',  wenn  die  Flüssigkeit  für  einen 
messbaren  Theil  T'  der  Fläche  T nur  eine  unmerkliche  Dicke  hat. 
Setzt  man,  wie  vorhin,  diesen  Fall  bei  Seite,  so  erhält  ß den  Werth 
S=-gc/zds  -j-  i rtcc  (4so[>0  — - tcS'O)  -J-  5tcC©O.T 
wo  t die  ganze,  T die  vom  Gefäss  berührte  Oberfläche  der  Flüs- 
sigkeit ist.  Da  das  Volumen  s der  Flüssigkeit  unveränderlich  ist, 
so  folgt,  dass  der  Ausdruck 


/zds  -f- 


Ct  C . <>0 
~2g~ 


t 


5fC  . © 0 


T = W 


ein  Minimum  werden  muss.  Alle  Glieder  dieses  Ausdruckes  müs 
sen,  gleich  dem  ersten,  von  der  4ten  Dimension  sein ; setzt  man  da 

, rtc . <^o 

her  — — = a n 

2g  2g 

zeichnet  man  noch  mit  U die  freie  Oberfläche  der  Flüssigkeit,  so 

ist  t = T + U,  und 


2 ß2?  s0  sinü  a und  ß Linien;  be- 


W = ,/zds  + (a2  — 2ß 2)  T + cc2  U.  B. 

Aus  der  Bedingung,  dass  W ein  Minimum  sein  muss,  lässt 
sich  die  Erscheinung  des  Aufsteigens  oder  Sinkens  der  Flüssigkeit 
in  Haarröhrchen  leicht  herleiten.  Man  denke  sich  eine  gekrümmte 
Röhre  mit  zwei  verticalen  Schenkeln,  mit  Flüssigkeit  gefüllt;  es 
sei  a der  innere  Querschnitt  des  einen  Schenkels,  oder  genauer 
die  horizontale  Projection  der  freien  Oberfläche  der  Flüssigkeit  in 
diesem  Schenkel,  b der  Umring  der  Fläche  a,  ah  das  Volumen 
der  in  diesem  Schenkel,  zwischen  der  freien  Oberfläche  und  einer 
festen  unterhalb  liegenden  Ebene,  befindlichen  Flüssigkeit,  oder  h 
die  mittle  Höhe  der  Flüssigkeit  über  dieser  Ebene,  von  welcher 
die  z anfangen;  a',  b',  h'  seien  dasselbe  für  den  anderen  Schenkel. 
Wenn  nun  die  Lage  der  Flüssigkeit  eine  unendlich  kleine  Aende- 
rung  der  Art  erleidet,  dass  beide  Theile  der  freien  Oberfläche  ihre 
Gestalt  behalten,  indem  vorausgesetzt  wird,  dass  die  inneren  Wände 
beider  Schenkel  in  der  Nähe  der  Oberfläche  der  Flüssigkeit  ver- 


60 


o.  Theorie  der  Capillar- Erscheinungen« 


tical  sind;  so  ist  zuerst  die  Variation  vonyzds  = ahdh  -j-  a'h'dh'; 
ferner  die  Variation  von  T:bdh  + b'dh';  endlich  die  Variation 
von  U gleich  Null.  Daher  wird 

dW  = ahdh  + a'h'dh'  — (2ß>  — «2)  (hdh  + b'dh'). 

Da  ferner  das  Volumen  s unverändert  bleibt,  so  ist  seine  Variation 
adh  4*  a'dh'  = 0;  die  Verbindung  dieser  Gleichungen  giebt,  wenn  zur 


Abkürzung  2ßi  — a 2 = y gesetzt  wird,  h — li/  = y 


Ist  die  zweite  Röhre  so  w'eit,  dass  — wegen  der  Grösse  von 

<1 

a/  vernachlässigt  werden  kann,  so  kommt  h ~ h '==y-,  woraus 

sich,  wenn  der  innere  Querschnitt  ein  Kreis  ist,  ein  dem  Durch- 
messer desselben  umgekehrt  proportionales  Aufsteigen  oder  Sinken 

ergiebt.  Nimmt  man  die  Anfangs-Ebene  der  h so,  dass  h — y-  = 0, 

b' 

so  wird  auch  h' — y—  = 0;  alsdann  drücken  ah  = yb,  a/h/  = yb/ 

die  Mengen  der  Flüssigkeit  aus,  welche,  wenn  y positiv  ist,  über 
diejenige  Oberfläche  gehoben  sind,  die  in  Abwesenheit  aller  Ca- 
pillar- Anziehung  für  y = 0 Statt  finden  würde. 

Aus  der  Bedingung,  dass  W ein  Minimum  sein  soll,  lassen 
sich  die  zur  Bestimmung  der  Gestalt  der  Flüssigkeit  nöthigen  Glei- 
chungen entweder  durch  Variations-Rechnung,  oder  auf  einem  mehr 
geometrischen  Werthe  herleiten,  welchem  seiner  Kürze  wegen  hier 
der  Vorzug  zu  geben  ist.  Man  denke  sich  die  Gestalt  der  Flüs- 
sigkeit im  Gefässe,  deren  freie  Oberfläche  mit  U,  vom  Gefäss  be- 
deckte mit  T bezeichnet  w urde,  auf  beliebige  Weise  unendlich  we- 
nig geändert;  es  seien  U',  T'  die  freie  und  die  bedeckte  Oberfläche 
nach  dieser  Aenderung.  Die  Grenzlinie  zwischen  U und  T,  oder 
der  Umring  von  U,  heisse  P,  der  Umring  von  U'  heisse  P'.  In  ei- 
nem beliebigen  Puncte  p von  U ziehe  man  die  Normale  n auf  U, 
ferner  ziehe  man  aus  p auf  der  Fläche  U zwei  unendlich  kleine 
Linear- Elemente  pg  = dl,  pg'  = dl',  das  eine  in  der  Richtung  der 
grössten,  das  andere  in  der  Richtung  der  kleinsten  Krümmung, 
welche  mithin  senkrecht  auf  einander  stehen ; so  ist  dU  — dl . dl' 
ein  Element  der  Fläche  U.  Es  seien  m und  nF  die  zu  den  Linear- 
Elementen  dl  und  dl'  gehörigen  Krümmungsmittelpuncte  in  n,  mp  = R 
m'p  = R'  die  Krümmungshalbmesser,  positiv  zu  nehmen,  wenn  die 
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convexe  Seite  der  Fläche  U in  p nach  aussen  gekehrt  ist,  und 
man  nenne  y,  y*  die  Puncte,  in  welchen  die  Fläche  U'  durch 
die  nöthigenfalls  verlängerten  Geraden  n,  mg,  m'g7  getroffen  wird, 
oder  da  eine  in  der  Grenze  P errichtete  Normale  an  der  Fläche  U7 
Vorbeigehen  kann,  ohne  sie  zu  treffen,  so  denke  man  sich  in  den 
Puncten  von  P7  berührende  Ebenen  an  U'  gelegt;  die  Normale  n 
wird  alsdann  die  durch  diese  Berührungs-  Ebenen  gebildete  Fort- 
setzung der  Fläche  U7,  und  zwar  in  einem  der  Grenzcurve  P7  un- 
endlich nahen  Puncte  jt,  treffen.  Setzt  man  #y  = xy‘  = dV, 
endlich  das  Element  der  Normale  p?t  = ön,  wobei  <5n  positiv  oder 
negativ  zu  nehmen  ist,  je  nachdem  p*  ausserhalb  oder  innerhalb 
des  von  der  Flüssigkeit  erfüllten  Raumes  liegt;  so  ist,  weil  die 
Flächen  U und  U7  in  den  Puncten  p und  sr  unendlich  nahe  pa- 
rallel sind,  R : R + <5n  = dl : dfy  oder  d^  = dl  (^1  + ^rrj*  und  auf 

gleiche  Weise  dV=  dl7  ^1-f  mithin  d>j.dV  = dl . dl'  x 

0 Rv’  oder  Weglassung  der  zweiten  Potenz  von  <5n, 

dX-.dV  = dU  -j-  ^ -f-  <5n  . dU.  Das  doppelte  Integral  J'dTj. dV, 

über  die  gesammte  Oberfläche  U ausgedehnt,  ist  gleich  dem  Theil 
der  Oberfläche  U7,  welcher  von  den  von  U ausgehenden  Normalen 
getroffen  wird,  und  mit  A bezeichnet  werde,  vermehrt  um  den 
von  jenen  Normalen  getroffenen  Theil  der  oben  bezeichneten  Fort- 
setzung von  U,  welcher  einen  unendlich  schmalen,  an  einem  Theil 
der  Grenz -Curve  P7,  und  zwar  in  Bezug  auf  die  Fläche  U7  nach 
aussen  liegenden  Streifen  B bildet.  Es  sei  noch  C der  von  den 
Normalen  nicht  getroffene  Theil  von  U7,  welcher  einen  an  dem 
übrigen  Theil  von  P7  innerhalb  liegendeu  unendlich  schmalen  Strei- 
fen bildet,  so  hat  man  XJ7  = A + C und 

/dXdV  = U + /dU <5n  (l  + jp)  = A + B 

folglich  U'  — ü = <5Ü  = /dU  Sa  Q + 4)  + C - ß. 

In  irgend  einem  Puncte  ^ der  Curve  P lege  man  die  Berüh- 
rungs-Ebene an  U,  und  ziehe  senkrecht  auf  der  Tangente  an  P 
in  fi,  in  der  Berührungs-Ebene,  eine  von  fi  in  Bezug  auf  die  Fläche 
U nach  innen  gerichtete  Gerade  a.  Ferner  ziehe  man,  ebenfalls 
senkrecht  auf  der  Tangente  an  P in  (a,  in  der  Berührungs -Ebene 
der  Gefässwand  eine  gerade  Linie  b,  welche  von  ^ in  Bezug  auf 
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den  Raum  der  Flüssigkeit  nach  aussen  gerichtet  sei;  es  sei  i der 
Winkel  zwischen  a und  b,  also  i die  Neigung  der  Wand  gegen 
die  freie  Oberfläche  der  Flüssigkeit,  im  Puncte  /&.  Es  sei  <a'  ein 
dem  Puncte  p unendlich  nahe  liegender  Punct  von  P',  das  lineare 
Element  tip'  sei  = <5e,  und  k seine  Neigung  gegen  die  Richtung 
von  b,  > seine  Neigung  gegen  a.  Da  die  Ebene  der  Geraden  a,  b 
oder  die  Normal -Ebene  der  Curve  P senkrecht  steht  auf  der  Be- 
rührungs-Ebene der  Wand,  in  welcher  nicht  allein  die  Gerade  b, 
sondern  auch  das  Linear-Element  öe  = ^ liegt,  weil  der  Punct  ^ 
der  Curve  P'  unendlich  nahe  bei  und,  wie  dieser  Punct,  in  der 
Wand  des  Gefässes  liegt,  so  geben  die  Richtungen  öe,  a,  b ein 
rechtwinkliches  sphärisches  Dreieck,  in  welchem  ^ (<5e,  a)  ~ 4*  die 
Hypotenuse,  ^ (<5e,  b)  = k,  ^ (a,  b)  = i die  Catlieten  sind;  daher 
ist  cos  = cos  k cos  i.  Nun  ist  öe  . cos  ^ die  Projection  von  öe 
auf  a,  mithin  öe . cos  > . dP  ein  Element  des  Streifens  B oder  C, 
je  nachdem  Winkel  spitz  oder  stumpf  ist.  Folglich  ist  C — B = 
~/dP  . öe  . cos  > = — /dP  . öe  / cos  k cos  i,  die  Integration  über 
den  ganzen  Umring  P ausgedehnt.  Demnach  ist  die  Variation  von  U 

<5U  = U'  — U — /dli  ön  4-  — - f dP . <5e  . cos  k cos  i. 

Ferner  ist  öe . cos  k die  Projection  von  öe  auf  die  Richtung  von  b, 
welche  auf  der  Richtung  des  Elementes  dP  der  Curve  P senkrecht 
steht,  und  wie  dieses  in  der  Berührungs- Ebene  der  Wand  liegt; 
folglich  ist  öe . cos  k . dP  das  Element  der  Variation,  welche  die 
bedeckte  Oberfläche  T der  Flüssigkeit  erleidet,  oder  es  ist 

öT  = j dP  . öe  . cos  k 

wo  die  Integration  sich  über  den  Umring  P erstreckt.  Endlich  ist 
dU  . ön  der  Inhalt  eines  über  der  Grundfläche  dU  errichteten  Pris- 
mas von  der  Höhe  ön,  also  das  Element  der  Variation  des  von 
der  Flüssigkeit  erfüllten  Raumes  s,  und  da  der  zu  demselben  ge- 
hörige Werth  von  z dem  zum  Flächen -Elemente  dU  gehörigen  z 
unendlich  nahe  gleich  ist,  so  ist  zdUön  das  Element  der  Variation 
vonyzds,  oder  ^/*zds  = y’zdUön,  das  Integral  über  U ausgedehnt,, 
Das  Integral y*dU.ön  stellt  die  Variation  des  Raumes  s vor,  und 
muss  daher  = 0 sein,  also  ist  ös  = /dU.ön  = 0.  Diese  W7erthe 
geben  für  öW  = ö/*zds  -f-  (a2  — 2ß 2)  öT  + ct2öU  den  Ausdruck 

öW  = /dUön  [z  -f-  a2  -J*  jV/y) J — /dP.  cos  h |«2cos  i -j-2/32  — a2|  • 

Da  öW  nicht  negativ  werden  darf,  wie  man  auch  die  unendlich 
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kleinen  Variationen  «5a  und  6e  wähle,  so  muss  der  Ausdruck  z -p 

a*  ^ -j-  unveränderlich  sein ; denn  wäre  er  es  nicht,  so  könnte 

man  jedenfalls,  ohne  die  Grenzcurve  P zu  ändern,  also  <5e  = 0 set- 
zend, die  Variationen  <5a  so  wählen,  dass  SW  einen  negativen 

Werth  erhielte.  Ist  aber  z -j~  a2  + jtt)  ~ so  wird,  weil 

fdll . <5n  ==  0,  <5W  = — JdP . <5e  . cos  k {«3  cos  i -j-  2/3 2 — a2},  und 
da  <5e,cosk  immer  noch  ganz  willkürlich  bleibt,  so  muss,  wenn 
SW  nicht  negativ  soll  werden  können,  aa  cos  i -f-  2/32  — a3  = 0 oder 

sin  J-i  = - 6ein.  Lässt  man  die  z in  der  horizontalen  Normal- 

a 

Fläche  anfangen  (d.  h.  in  der  Ebene,  welche  die  Oberfläche  der 
Flüssigkeit  bilden  würde,  wenn  keine  Capillar- Anziehung  Statt 
fände),  so  wird  die  obige  Constante  C = 0,  und  man  erhält  für 
die  Oberfläche  folgende  Gleichungen: 

z -j-  a2  -f-  = 0 und  sin  yi  = 

Die  Constanten  <x  und  ß hängen  von  den  Functionen  f und 
F ab,  und  können  als  ein  Maass  der  Intensität  der  Anziehung  zwi- 
schen den  Theilen  der  Flüssigkeit  unter  sich  und  gegen  die  Theile 
des  Gefässes  betrachtet  werden.  Wenn  ß >■  a,  also  die  Anziehung 
des  Gefässes  gegen  die  Flüssigkeit  grösser  ist  als  die  Anziehung 
zwischen  den  Theilen  der  Flüssigkeit,  so  kann  die  Gleichung 
<x  sin  \ i = ß nicht  bestehen.  In  diesem  Falle  giebt  es  keine  be- 
stimmte Gestalt  des  Gleichgewichtes;  denn  denkt  man  sich  neben 
der  Flüssigkeit  noch  eine  sehr  dünne  Schicht  über  einen  Theil  der 
Wand,  dessen  Fläche  T'  ßei,  ausgebreitet,  so  ist  T'  die  Zunahme 
der  bedeckten  Oberfläche  T und  zugleich  erleidet  auch  die  freie 
Oberfläche  U nahe  dieselbe  Zunahme  T'.  Der  Ausdruck  W = 
/zds  + O2  — 2/32)  T +■  cca  U verwandelt  sich  dann  in  folgenden, 
der  desto  genauer  ist,  je  dünner  die  hinzugcfügte  Schicht,  nämlich 
W'  = y*zds  + (a2  — 2/3a)  (T  4-  T')  4-  «2  (U  -j-  TO?  und  da  das 
Integral  J zds  in  beiden  nahe  denselben  Werth  vorstellt,  so  wird 
W'  — W = 2 (aa  — /32)  T',  also  da  ß 2 >■  oc2,  W'  c W,  also  wird 
durch  die  Annahme  einer  weiteren  Ausbreitung  der  Flüssigkeit 
auf  der  Wand  des  Gefässes,  W vermindert.  Ist  aber  die  ganze 
Wand  des  Gefässes  mit  einer  unmerklich  dünnen  Schicht  der  Flüs- 
sigkeit benetzt,  so  kann  man  in  den  Gleichungen  für  die  Oberflä- 
che ß ss  a setzen,  indem  alsdann  die  benetzende  Schicht  als  Ober- 


64  5.  Theorie  der  Capillar- Erscheinungen. 

fläche  der  Wand  sich  ansehen  lässt.  Alsdann  wird  sin  £i  = 1, 
oder  i = also  berührt  die  freie  Oberfläche  der  Flüssigkeit  die 
Wand  des  Gefässes. 

Die  gefundenen  Resultate  setzen  völlig  freie  Beweglichkeit  der 
flüssigen  Theilchen  voraus.  Diese  findet  im  Innern  der  Flüssigkeit 
und  an  ihrer  freien  Oberfläche  viel  mehr  statt,  als  an  der  Wand 
des  Gefässes,  wenn  diese  troken  ist.  Die  freie  Oberfläche  wird  daher 

unter  allen  Umständen  eine  der  Gleichung  z -f-  a2  8=9  ^ 

entsprechende  Gestalt  haben,  wenn  die  Flüssigkeit  in  Ruhe  ist; 
aber  die  andere  Bedingung  für  die  Grenze  braucht  noch  nicht  er- 
füllt zu  sein,  weil,  wenn  die  erste  Bedingung  erfüllt  ist,  der  Ueber- 
gang  znm  Minimum  von  W nicht  ohne  Verschiebung  der  an  der 
Wand  befindlichen  Theilchen  geschehen  kann,  welcher  die  Reibung 
Widerstand  leistet.  Man  bemerkt  daher  bei  benetzten  Wänden 
grössere  Uebereinstimmung  der  Erscheinungen  mit  obigen  Formeln, 
als  bei  trocknen,  weil  an  jenen  die  Ttieile  der  flüssigen  Masse  leich- 
ter fortgleiten,  als  an  diesen. 

Aus  Beobachtungen  an  benetzten  Gefässen  lässt  sich  der  Werth 
von  cc  herleiten.  Nach  den  Versuchen  von  Laplace  ergiebt  sich 
für  Wasser  bei  der  Temperatur  von  8°, 5 Cent,  a = 2,7509  Millim., 
für  Weingeist  vom  specifischen  Gewichte  0,81961,  = 1,7447  Mm., 

für  Terpentinöl  bei  8°  C.  a = 1,818;  für  Quecksilber  bei  10°  C. 
a = 1,803.  Die  Temperatur  scheint  auf  die  Werthe  von  a nur 
in  so  weit  Einfluss  zu  haben,  als  sie  die  Dichte  der  Flüssigkeit 
ändert,  welcher  der  Werth  von  proportional  ist. 

Wir  besitzen  noch  eine  Bearbeitung  dieses  Gegenstandes  in 
der  Nouvelle  theorie  de  l’action  capillaire  par  S.  D.  Poisson, 
Paris  1831,  welche  sich  besonders  durch  genaues  Eingehen  in  viele 
einzelne  Erscheinungen  auszeichnet,  einen  zusammenfassenden  Aus- 
zug aber  nicht  leicht  gestattet;  daher  ich  nur  über  einen  in  dieser 
Schrift  besonders  hervorgehobenen  Punct  eine  Bemerkung  machen 
will,  zu  welcher  die  Pflicht  eines  Berichterstatters  mich  nöthigt.  P. 
tadelt  nämlich,  dass  man  die  Aenderung  nicht  in  Rechnung  gebracht 
habe,  weicher  die  Dichtigkeit  des  flüssigen  Körpers  an  seiner  Ober- 
fläche unterworfen  sei,  und  behauptet,  dass,  wenn  dieselbe  ver- 
nachlässigt wird,  die  freie  Oberfläche  eben  und  wagerecht  bleiben 
und  weder  Hebung  noch  Senkung  der  Flüssigkeit  eintreten  werde 
(Vgl.  z.  B.  S.  6 der  Vorrede).  Der  Beweis  für  diese  der  bisherigen 
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Theorie  widersprechende  Behauptung  geht  zunächst  von  folgender 
Befrachtung  aus  (S,  18  u.  f.): 

Es  sei  AOB  (Fig.  3.)  die  freie  Oberfläche  der  Flüssigkeit  in 
der  Röhre  AA'B'B,  w ein  Element  derselben  in  O,  OE  ein  flüs» 
siger  Cylinder  normal  auf  der  Fläche,  dessen  Grundfläche  w;  CD 
sei  die  Berührungs- Ebene  der  Fläche  in  O;  O'  ein  beliebiger 
Punct  des  Cylinders  in  der  verticalen  Tiefe  = a unter  O,  und 
C'D'  eine  dui^ph  O'  gehende  mit  CD  parallele  Ebene.  Auf  diesen 
Cy  linder  OO'  wirken  in  der  Richtung  von  O nach  O'  folgende 
Kräfte:  die  Anziehung  des  Meniscus,  welche  mit  bezeichnet  und 

gefunden  wird  wo  X und  V die  Krüm- 

mungshalbmesser  sind,  die  für  eine  concave  Oberfläche  als  positiv 
angesehen  werden.  Die  Constante  H hängt  von  der  Anziehung  g>r 
zwischen  den  Theilen  der  Flüssigkeit  ab,  und  findet  sich:  H = 


l *QS  f r^^prdr,  q ist  die  Dichte  der  Flüssigkeit,  auf  deren  Veräm 

o 

derung  an  der  Oberfläche  hier  keine  Rücksicht  genommen  wird. 
Ferner  wirkt  auf  den  Cylinder  die  Anziehung  der  unter  CD'  be- 


2*e5 


findlichen  Flüssigkeit;  ihre  Intensität  wird  gefunden  K > 

/■OO 

rsyrdr;  die  Wirkung  der  zwischen  CD  und  C'D'  enthaltenen^ 


den  Cylinder  umgebenden  Flüssigkeit,  in  der  Richtung  0 0',  ist 
Null;  es  wirkt  noch  das  Gewicht  des  Cylinders  0 0%  nach  der 
Richtung  desselben  gemessen,  mit  der  Intensität  gQ«,  endlich  noch 
der  Luftdruck  n in  O.  Alle  diese  Kräfte  sind  auf  die  Flächen- 
einheit zurückgeführt.  Poisson  sagt,  für  das  Gleichgewicht  des 
Cylinders  00'  müsse  die  Summe  dieser  Kräfte  Null  sein,  und  er- 
hält dann  folgende  Gleichung:  K -f-  ^ g^ct  -f  11  = 0 oder  K =* 


— II 


<ä«  + iH  (i  + (S.  19.)  auf  welche  dann  weitere 


Schlüsse  gegründet  werden. 

Die  Annahme  einer  unveränderlichen  Dichtigkeit^  mit  welcher 
die  frühere  Theorie  sich  begnügt  hatte,  würde  durch  vorstehende 
Gleichung  unmittelbar  widerlegt  sein,  wenn  diese  wirklich  aus  jener 
folgte.  Denn  da  sich  « auf  einen  beliebigen  Punct  O'  des  Cylin- 
ders OE  bezieht,  indem  es  den  verticalen  Höhen-Unterschied  zwi- 
schen O und  0/  bedeutet,  so  ist  es  eine  willkürliche  oder  ver-* 
änderlicke  Grösse;  hingegen  sind  alle  übrigen  in  der  Gleichung 
vorkommende  Grössen  entweder  absolut  constant,  wie  K,  H,  II,  g,  g, 

r.  5 
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oder  wenigstens  für  denselben  Cylinder  OE  constant,  wie  ^ und 
V;  folglich  würde  sich  aus  dieser  Gleichung  ein  constanter  Werth 
für  « ergeben,  welcher  olfenbar  unzulässig  ist.  Auch  betrachtet 
Poisson  den  Werth  von  « in  dieser  Gleichung  als  willkürlich, 
indem  er  aus  ihr  den  Schluss  zieht,  dass  K eine  im  Allgemeinen 
negative  Grösse  sei,  welche  hauptsächlich  vom  Drucke  n und  von 
der  Tiefe  des  Punctes  O'  abhänge,  dem  sie  entspricht.  Also  wäre 
dann  K veränderlich,  da  doch  sein  Werth  constant  und  schon  vor- 
her angegeben  ist.  Ganz  dieselbe  Einwendung  lässt  sich  auch  gei- 
gen eine  im  Weiteren  Verlaufe  S.  20.  Z.  8.  v.  u.  aufgestellte  Glei- 
chung machen.  Der  innere  Widerspruch,  welchen  hiernach  diese 
Gleichungen  darbieten,  scheint  lediglich  in  einer  mangelhaften  sta- 
tischen Betrachtung  seinen  Grund  zu  haben,  denn  für  das  Gleich- 
gewicht des  Cylinders  ist  nicht  erforderlich,  dass  die  Summe  der 
oben  aufgezählten  von  O nach  O'  gerichteten  Kräfte,  nämlich 
K + ili  + g £>cc  -j-  n gleich  Null  sei,  sondern  nur,  dass  sie  dem  Ge- 
gendruck gleich  sei,  welcher  in  O'  auf  die  flüssige  Säule  wirkt» 
Dieses  noch  deutlicher  zu  machen,  denke  man  sich  die  Capillar- 
Anziehung  ganz  weg,  also  die  Oberfläche  eben  und  K ==  0,  H = 0, 
jii  = 0,  so  würde  nach  obiger  Schlussweise  für  das  Gleichgewicht 
einer  flüssigen  Säule  von  der  Höhe  die  Bedingung  n -f-  g^a  = 0 
nöthig  sein,  die  auf  keine  Weise  erfüllt  werden  kann.  Aber  n -f  gQ«, 
ist  offenbar  nur  der  Druck  in  der  Tiefe  dem  ein  gleicher  Ge- 
gendruck entspricht,  welcher  die  flüssige  Säule  trägt.  Die  obige 
Gleichung  ist  also  unrichtig  und  die  daraus  hergeleiteten  Folgerun- 
gen erscheinen  wenigstens  zweifelhaft.  Genauer  auf  dieselben  ein- 
zugehen, würde  allzu  weitläufig  und  um  so  weniger  nöthig  sein, 
als  Poisson  später  zu  denselben  Gleichungen  für  die  Oberfläche 
gelangt,  wie  die  frühere  Theorie;  dass  die  darin  vorkommenden 
Constanten  eine  andere  Bedeutung  haben,  hat  keinen  Einfluss,  da 
ihre  Werthe  nur  aus  Beobachtung  entnommen  werden  können. 


Ge  Ueber  das  Crleichge wicht  eines  an  einem  Fa» 
den  hängenden  und  in  gleichförmige  Dre- 
hung versetzten  Körpers. 

Eine  Beobachtung  Gregory’s,  von  welcher  im  3.  Bande  der 
Correspondance  mathematirpie  et  physique  de  Bruxelles  die  Rede 
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ist,  hat  Pagani  zuerst  im  4.  Bande  dieser  Zeitschrift  und  nachher 
in  grösserer  Allgemeinheit  im  19.  Bande  des  Journals  f.  Math,  von 
Cr  eile  (S.  185)  behandelt.  Sie  betrifft  das  Gleichgewicht  von 
Körpern,  die  an  einem  Faden  hangen,  welcher  an  die  verticale 
Axe  eines  sich  gleichförmig  drehenden  Rades  befestigt  ist.  Indem 
der  Faden  sich  um  seine  anfänglich  verticale  Mittellinie  zu  drehen 
genöthigt  wird,  muss  auch  der  daran  gebundene  Körper  anfangen, 
sich  um  die  den  Aufhängepunct  mit  dem  Sehwerpunct  verbindende 
Gerade  zu  drehen.  Fiele  diese  gerade  Linie  mit  einer  der  durch 
den  Sehwerpunct  gehenden  Hauptaxen  zusammen,  so  wären  die 
Schwungkräfte  um  diese  Axe  im  Gleichgewichte  und  mithin  bliebe 
sie  vertical.  Wenn  aber  diese  gerade  Linie,  welche  wir  hier  die 
Axe  des  Körpers  nennen  wollen,  keine  der  durch  den  Schwer 
punct  gehenden  Hauptaxen  ist,  oder  wenn  in  den  Fällen,  in  wel- 
chen diese  Axe  eine  Hauptaxe  ist,  wie  z.  B.  bei  einer  hängenden 
gleichartigen  Kugel,  der  Sehwerpunct  im  Anfänge  der  Bewegung 
durch  eine  äussere  Kraft  ein  wenig  von  der  Verticalen  abgelenkt 
wird,  so  heben  sich  die  Schwungkräfte  nicht  mehr  aufj  und  der 
Körper  nimmt,  wenn  der  Beharrungstand  eingetreten  ist,  eine  Stel- 
lung an,  in  welcher  sein  Gewicht  mit  der  Wirkung  der  Schwung- 
kräfte und  der  Spannung  des  Fadens  im  Gleichgewicht  ist.  Es 
sei  Ox  (Fig.  4.)  die  Drehungsaxe,  OA  der  Faden,  AB  die  Axe, 
G der  Sehwerpunct,  A der  Aufhängepunct  des  Körpers,  so  dreht 
sich  im  Beharrungstande,  wenn  der  Körper  zu  beiden  Seiten  der 
Ebene  OAB  symmetrisch  vorausgesetzt  wird,  die  Ebene  OAB  um 
die  Axe  Ox,  welche  von  der  Axe  des  Körpers  AB  in  einem  un- 
veränderlichen Puncte  C geschnitten  wird.  Man  nehme  O zum 
Anfänge  der  Coordinaten,  Ox  zur  Axe  der  x,  die  y senkrecht  dar- 
auf in  der  Ebene  AOB,  und  senkrecht  auf  dieser  die  z.  Es  sei 
die  gegebene  Winkelgeschwindigkeit,  a die  Entfernung  AG,  GC=  £, 
ACO  = ec,  m die  Masse  des  Körpers,  gm  = P sein  Gewicht,  so 
sind  o,  >2ydm,  <^3zdm  die  Componenten  der  Schwungkraft  im 
Puncte  x,  y,  z,  nach  diesen  Axen,  und  mithin  sind  X = 0,  Y =a 
/yd m = e sin  a ^2.m,  Z = <^3/zdm  = 0 die  Componenten  der 
Mittelkraft  aus  allen  Schwungkräften.  Nennt  man  noch  w den 
Querschnitt,  tw  die  Spannung  des  Fadens  iri  einem  beliebigen 
Puncte,  T den  Werth  Von  r in  A$  ß die  Neigung  von  T gegen  die 
Axe  x,  so  hat  man 

P ±=  Tw  cos  ß j Ps  sin  a . <>3  s=  gTw  sin  ß.  1* 

5* 
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Bildet  man  ferner  nach  dem  Schema  2 (Xy  — Yx)  — 0 die 
Relation  für  das  Gleichgewicht  der  Momente,  so  ergiebt  sich 
— ydm  als  Moment  der  Schwungkräfte  und  man  erhält  fol- 
gende Gleichung,  in  welcher  OC  = h gesetzt  ist: 

P£  sin  et  -j-  h — x)  ydm  = (a  + s)  Tw  sin  (a  -J-  ß ). 

Die  Momente  in  den  Ebenen  yz,  xz  siud  Null,  da  namentlich  we- 
gen der  vorausgesetzten  Symmetrie  das  Moment  der  Schwungkraft 
in  der  Ebene  xz,  nämlich  <>2y*xzdm,  verschwindet.  Um  das  Inte- 
gral in  vorstehender  Gleichung  zu  entwickeln,  nehme  man  in  dem 
Körper  ein  zweites  System  rechtwinklichcr  Coordinaten  an,  deren 
Anfang  der  Schwerpunct  G sei;  GA  sei  die  Axe  der  u,  senkrecht 
auf  dieser  in  der  Ebene  OAB  diev;  so  ist 
h — x = (u  + f)  cos  a 4-  v sin  y — (u  4-  -)  sin  « — v cos 
folglich  (h  — x)  y = [(u  + s) 2 — v2]  sia  a cos  a — (u  4-  O v cos  2 a. 

Da  nun  der  Anfang  der  u,  v im  Schwerpuncte  des  Körpers 
liegt,  so  ist  /udm  = 0,  Jv d m = 0;  setzt  man  noch  y’u2  dm  = A, 
/v2dm  = B5  yiivdm  = C,  so  kommt 

/(h  — x)  ydm  = (f3m  -j-  A — B)  sin  a cos  « — C cos  2«. 

Setzt  man  diesen  Werth  in  obige  Gleichung,  und  schafft  aus  der- 
selben noch  mittels  der  Gleichungen  1.  die  Grössen  T sin  ß,  T cos  ß 
weg,  so  kommt,  nach  gehörigem  Aufheben: 

g [(A  — B)  sin  a cos  « — C cos  2a]  = (g  + « cos  a)  aP  sin  a.  2, 

Hierzu  kommen  noch  die  Gleichungen  für  den  biegsamen  Faden, 


nämlich  d + g?ds  = 0,  d 4-  Q>2yds  = 0,  in  welchen 

q die  Dichtigkeit  des  Fadens  bedeutet.  Aus  diesen  ergeben  sich 
folgende  Integrale,  die  man  auch  nach  allgemein  bekannten  Sätzen 
unmittelbar  aufstellen  kann,  nämlich: 
dx 

* ß-  + g-QS  = T COS  ß 4-  g'Q  1 3. 

wo  1 ===  OA  die  Länge  des  Fadens,  s einen  Bogen  desselben  von 
O an  ausdrückt.  Ferner: 


t 4-  gQX  4-  4 y2  = K 4. 

wo  K eine  Constante,  die  auch  durch  die  Coordinaten  von  A fol- 
gendermassen  ausgedrückt  wird: 

K = T 4-  gR  [h  — (a  4-  £)  cos  a]  4-  4 q>2  (a  4*  s ) 2 sin  «*. 

Für  die  Fadencurve  erhält  man  folgende  Gleichung  aus  3.  und  4., 
nämlich : 


K — £QX  — 4 

T cos  ß 4-  (I  — s) 


ds 

dx 


CEC 
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Aus  dieser  Gleichung,  verbunden  mit  ds2  = dx2  -f-  dy2,  erge- 
ben sich  y und  s in  x ausgedrückt,  wobei  die  Constanten  so  zu 
nehmen  sind,  dass  für  x = 0 auch  y und  s verschwinden.  Setzt 
man  demgemäss  y = fx , s = g>x , so  folgen  noch  zwei  Gleichun- 
gen, indem  man  für  x,  y,  s ihre  auf  den  Punct  A bezüglichen 
Werthe  einsetzt,  nämlich 

(a  + e)  sin  cs  sss  f [h  — (a  + s)  cos <*]  und  1 = y [h — (ad- s)  cos  «].  6. 

Die  fünf  Gleichungen  unter  1.  2.  und  6.  enthalten  eben  so 
viele  unbekannte  Constanten,  nämlich  a,  £,  h,  ß,  T,  welche  durch 
sie  völlig  bestimmt  werden.  Ihre  Werthe  in  y ===  fx  eingesetzt, 
geben  dann  die  vollständig  bestimmte  Fadencurve,  deren  Differen- 
tialgleichung jedoch  so  verwickelt  ist,  dass  sich  eine  endliche  Glei- 
chung aus  ihr  nicht  allgemein  darstellen  lässt  Gestattet  man  sich 
die  Masse  des  Fadens  ganz  zu  vernachlässigen,  so  ist  q ==■  0 zu 
setzen  und  man  erhält  für  die  Gestalt  desselben  eine  gerade  Linie; 
nämlich  x ==  s . cos  ß,  y = s . sin  ß:  ferner  t = K = T;  und 
h — (a  f)  cos  ce  ss  1 cos  /5,  (a  f)  sin  a = 1 sin  ß*  (nach  6.) 
Ferner  folgt  aus  1.  durch  Elimination  von  T,  s sin  a — g.tg/3. 
Nimmt  man  noch  an,  dass  die  Axe  u des  Körpers  eine  Hauptaxe 
ist,  so  ist  C ==  0 und  man  erhält  aus  2. 

g (A  — B)  cos  ■ = (g  4*  cos  ct)  Pa. 

Diese  vier  Gleichungen  geben  unter  den  angezeigten  Voraus- 
setzungen, und  wenn  die  Werthe  von  A und  B der  Gestalt  des 
Körpers  gemäss  bestimmt  sind,  die  vier  Constanten  ß,  h. 

Das  Vorstehende  giebt  eine  Uebersicht  der  Aufgabe,  aus  wel- 
cher sich  die  Anwendungen  auf  einzelne  Fälle  leicht  entnehmen 
lassen;  man  findet  deren  mehrere  in  der  genannten  Abhandlung 
von  Pagani.  In  dieser  wird  auch  die  Gestalt  untersucht,  welche 
eine  am  Faden  hängende  in  sich  geschlossene  Kette  annimmt,  wenn 
sie  einer  gleichförmigen  Drehung  unterworfen  ist  und  sich  im  Be- 
harrungstande befindet.  Indem  sie  sich  öffnet,  erhält  ihr  grösster 
Durchmesser  etwa  die  Lage  AB  der  vorigen  Figur.  Nimmt  man 
€ zum  Anfang  der  Coordinaten,  CA  zur  Axe  der  u,  senkrecht 
darauf  in  der  Ebene  OAB  die  v,  und  senkrecht  auf  beiden  wt,  und 
nennt  t die  Spannung  im  Puncte  u,  v,  w,  kds  ein  Element  der 
Masse  der  Kette,  von  der  Länge  ds,  wo  k eine  Constante,  so  er- 
geben sich,  wenn  man  die  bekannten  Grundformeln  für  den  bieg- 
samen Faden  auf  die  hier  vorliegenden  Kräfte  anwendet,  folgende 
Differential  - Gleichungen : 
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d -f-  {(u  sin  oc  + v cos  cc)  ^2  sin  a — g cos  aj  kds  — 0 

•>(>£) + f<"  sin  a -J-  v cos  a)  <^2  cos  a + g sin  kds  « 0 
d (^t  + w>2kds  = 0. 

Hieraus  folgt,  indem  man  diese  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 
du,  dv,  dw  multiplicirt,  die  Producte  addirt  und  sofort  integrirt: 
t + i <^a  k (u  sin  « + y cos  «) 2 -j-  g (v  sin  « — u cos  «)  k -f- 

£ <^2  kw2  = Const. 

Bezeichnet  man  die  obigen  Gleichungen  durch 

(1  (t  + Ukds  = 0,  d (t  g!)  + Vkds  = 0,  d (t  + Wkds=  0 

wo  die  Bedeutung  der  Abkürzungen  aus  der  Vergleichung  mit  den 
obigen  hervorgeht,  wonach  z.  B.  W = >a  vv,  n.  s.  w.,  so  ergeben 

sich,  wenn  man  die  erste  mit  die  zweite  mit  ~ multiplicirt 

und  das  zweite  Product  vom  ersten  subtrahirt: 


t CÜs)  ^ Cdv)  ^ (^v  — Vdu)  = 0,  und  auf  ähnliche  Weise: 
*(£)*  d(£)  + k (Vdw-Wdv)  = 0 

0 + k (Wdu-Udw)  = 0. 

Benutzt  man  den  obigen  Werth  von  t,  so  reichen  zwei  von  die- 
sen Gleichungen  zur  Bestimmung  der  gesuchten  Curve  hin,  und 
jede  dritte  ist  alsdann  Folge  der  beiden  andern. 

Nimmt  man  die  Winkelgeschwindigkeit  > sehr  gross,  und  ver- 
nachlässigt alsdann  die  Wirkung  der  Schwere  gänzlich,  so  wird 
die  Kette  sehr  nahe  horizontal  liegen,  also  cos  « = 0,  v = 0 gesetzt 
werden  können.  Die  Gleichungen  für  u und  w sind  dann: 

^ 0 dsD  H"  u^akds:=0,  ^ + w^3kds  ==  0. 

Für  t hat  man  t = C — \ £ak  (ua  -j- w2),  oder  wenn  C = ^ >2  k.b2 
gesetzt  wird,  t = ££8k  (b2  — u2  — w2).  Nimmt  man  nun  u2  -j- 
w2==a3,  also  constant  an,  so  wird  t*=^<^2k(b2  — a2),  also  die 
Spannung  constant,  und  setzt  man  u = a cos  9,  w = a sin  9,  so 

wird  ds2  *=  du2  -f  dw2  = a2d<p2,  ds  = adg>,  du  3=  — sin  9 . ds, 

dw»cosy.ds;  daher  geben  die  beiden  obigen  Gleichungen: 

1 (b2  — a2 ) d ( — sin  9)  + a2  cos  9d<p  = 0, 

l (b2  — a2 ) d cos  9 -f-  a2  sin  9Ü9  = 0, 
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woraus  übereinstimmend  folgt:  b2  —3a2;  folglich  genügt  die  An- 
nahme u2  4- w2  = aa  den  Bedingungen  des  Gleichgewichts,  und 

» 

die  Spannung  der  kreisförmigen  Kette  findet  sich  t = <^2ka2.  Ist 
1 die  Länge  der  Kette,  so  hat  man  1 ==  2a^;  daher  a = a^s0 
die  Spannung  t — ■ A ■ - --  . Nennt  man  p das  Gewicht  von  der 

rx  7t 

Längeneinheit  der  Kette,  so  wird  k,  d.  i.  die  in  der  Längeneinheit 
enthaltene  Masse,  gleich  * ; also  die  Spannung  t=  - ---- . Ist  n 

g g 

die  Anzahl  der  Umdrehungen  der  Kette  in  der  Zeiteinheit,  also 
n = ~ , pl  — P das  Gewicht  der  Kette,  so  folgt  t = . 


7.  lieber  die  Anwendung  des  Satzes  der  leben- 
digen Kräfte  in  der  Maschinenlehre. 

Nach  dem  allgemeinen  Satz  der  lebendigen  Kräfte  ist  bekannt- 
lich für  irgend  ein  System  von  Massen  m,  m',  m",  . welche 
sich  zur  Zeit  t mit  den  Geschwindigkeiten  v,  v',  ...  bewegen, 
unter  der  Wirkung  der  Kräfte  P,  P',  welche  mit  den  Rich- 
tungen dieser  Geschwindigkeiten  die  Winkel  <3*,  <^',  ...  einschliessen, 
4 2mv2  -r-  ^ 2mv02  = 2/P  cos  £>ds 
wo  ds  die  Fortrückung  des  Angriffspunctes  von  P,  während  der 
Zeit  dt,  mithin  P cos  <^ds  das  Product  aus  der  nach  der  Richtung 
von  ds  wirkenden  Componente  von  P in  die  Fortrückung  ds  be- 
deutet, und  die  Integration  die  in  der  Zeit  von  t0  bis  t Statt  fin- 
denden Werthe  umfasst.  In  so  fern  nur  von  einer  beliebig  vorge- 
stellten Fortrückung  die  Rede  ist,  heisst  dieses  Product  in  der  Sta- 
tik das  virtuelle  Moment  der  Kraft  P;  seinem  Integral  hat  Gauss, 
wenigstens  in  einem  besonderen  Falle,  den  Namen  Potential  hei- 
gelegt;  in  dem  Satze  der  lebendigen  Kräfte  aber  bezieht  sich  die- 
ses Product  auf  die  wirkliche  Bewegung  der  Puncte  des  Systemes, 
und  ist  in  besonderer  Rücksicht  auf  die  Maschinenlehre  von  fran- 
zösischen Mathematikern,  namcntli  aPoncelet  und  Coriolis,  das 
Llement  der  Arbeit,  sein  Integral  die  Arbeit  der  Kraft  P genannt 
worden.  Jedenfalls  ist  dieses  Product  aus  Kraft  in  Fortrückung 
nach  der  Richtung  der  Kraft  ein  durch  die  ganze  theoretische  und 
practische  Mechanik  durchgehender  Grundbegriff,  der  an  sich  zwar 
nicht  neu  genannt  werden  kann,  an  dessen  klare  Auffassung  und 
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Hervorhebung  sich  aber  ein  grosser  Theil  der  bedeutendsten  neue- 
ren Leistungen  in  dieser  Wissenschaft  knüpft.  Die  Benennung  Ar- 
beit bietet  sich  übrigens  in  der  Maschinenlehre  so  natürlich  dar, 
dass  sie  schon  früher  von  Na  vier  und  Prony  zufällig,  und  ohne 
die  Absicht  sie  als  eine  technische  geltend  zu  machen,  gebraucht 
worden  ist;  auch  rechtfertigt  sie  sich,  wie  Coriolis  bemerkt,  da- 
durch,  dass  zu  jeder  mechanischen  Arbeit  nicht  allein  eine  Kraft, 
sondern  auch  eine  Bewegung  des  Angriffspunctes  erforderlich  ist, 
ohne  welche  nichts  zu  Stande  kommen  kann.  Ein  blosser  Druck 
gegen  einen  unverrückbaren  Gegenstand  ist  keine  Arbeit.  — In  so 
fern  die  Kraft  mit  der  Richtung  der  Bewegung  des  Angriffspunctes 
einen  spitzen  Winkel  bildet,  also  wenn  P cos  <^ds  positiv  ist,  heisst 
die  Arbeit  bewegende,  wenn  aber  > stumpf  ist,  widerste- 
hende Arbeit  (travail  moteur  und  travail  resistant).  Bezeichnet 
man  mit  P die  bewegenden,  mit  Q die  widerstehenden  Kräfte,  so 
kann  man  die  Gleichung  der  lebendigen  Kräfte  auch  so  schreiben: 

\ 2mva  • — % 2m  v02  = 2/P  cos  <^ds  — 2/Q  cos  ^ds 
wo  £ überall  spitz  gedacht  wird;  nach  dieser  Formel  ist  die  Zu- 
nahme der  lebendigen  Kraft  des  Systems,  in  der  Zeit  von  t0  bis  t, 
(wenn  unter  lebendiger  Kraft  die  Hälfte  der  Summe  der  Producte 
aus  jeder  Masse  in  das  Quadrat  ihrer  Geschwindigkeit  verstanden 
wird,)  gleich  dem  Ueberschuss  der  bewegenden  Arbeit  über  die 
widerstehende,  während  jener  Zeit.  Dieser  Satz,  mit  den  daran 
sich  knüpfenden  allgemeinsten  Folgerungen,  bildet  das  Principe  de 
la  transmission  du  travail,  welches  unter  diesem  Namen  zuerst  von 
Poncelet  und  Coriolis  aufgestellt  ist  und  gegenwärtig  in  der 
Maschinenlehre  allgemein  zu  Grunde  gelegt  wird.  Die  Beschrän- 
kungen, unter  welche  der  Satz  der  lebendigen  Kräfte  in  seiner 
gewöhnlichen  Darstellung  gestellt  wird,  finden  bei  dieser  Auffas- 
sung nicht  Statt,  indem  einerseits  das  Vorkommen  der  Zeit  in  den 
Bedingungsgleichungen  des  Systemes  eine  voraus  bestimmte  Bewe- 
gung eines  Theils  desselben  voraussetzt,  welche  bei  jeder  wirkli- 
chen Anwendung  nur  durch  die  vorhandenen  Kräfte  bedingt  sein 
kann  und  mithin  wegfällt,  wenn  man  diese  vollständig  berücksich- 
tigt; so  wie  andererseits  die  Bedingung  der  Integrabilität  des  Aus- 
druckes auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung,  so  wichtig  sie  auch 
für  den  Fortgang  der  Rechnung  ist,  doch  keinen  wesentlichen  Un- 
terschied in  der  Natur  der  Probleme  begründet  und  das  Princip 
der  Ueberlragung  der  Arbeit  nicht  aufhebt.  Die  nächste  Folgerung, 
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welche  hier  ans  diesem  Princip  zu  ziehen  ist,  betrillt  die  Bewe- 
gung einer  Maschine  in  ihrem  Beharrungstande.  Ist  nämlich  der 
Gang  einer  Maschine  gleichförmig,  also  ihre  lebendige  Kraft  un- 
veränderlich geworden,  so  ist  nach  dem  obigen  Princip  die  bewe- 
gende Arbeit  in  jeder  beliebigen  Zeit  der  widerstehenden  Arbeit 
während  dieser  Zeit  gleich.  Ist  der  Gang  der  Maschine  nur  perio- 
disch gleichförmig,  so  erlangt  die  lebendige  Kraft  nach  Ablauf  je- 
der Periode  immer  wieder  denselben  Werth,  und  jene  Gleichheit 
gilt  dann  zwar  nicht  für  jeden  Zeitpunct,  aber  doch  für  jede  be- 
liebige Anzahl  von  Perioden  der  Bewegung.  Derjenige  Theil  der 
bewegenden  Arbeit,  welcher  zur  Erreichung  des  bei  der  Maschine 
beabsichtigten  Zweckes  verwandt  wird,  heisst  die  nutzbare  Arbeit 
oder  Nutzeffect;  der  übrige  Theil  geht  an  den  Hindernissen  der 
Bewegung  verloren. 

Die  Anwendung  dieser  Principien  muss  man  aus  den  der  Ma- 
schinenlehre gewidmeten  Werken  kennen  lernen,  unter  welchen 
ich  hier  hauptsächlich  folgende  hervorhebe:  Introduction  ä la  me- 
canique  industrielle,  physique  et  experimentale,  par  J.  V.  Pon- 
celet.  Deuxieme  Edition.  Metz  et  Paris  1841,  und  den  zweiten 
Theil  des  schon  oben  genannten  Resume  de  le§ons  etc.  von  Na- 
vier,  welcher  umfassende  Untersuchungen  über  die  Bewegung  der 
Flüssigkeiten  und  die  Theorie  der  Maschinen  enthält.  Coriolis 
du  calcul  de  reffet  des  machines.  Paris  1829.  Poisson  giebt  am 
Schlüsse  des  zweiten  Bandes  der  neuen  Ausgabe  seiner  Mechanik 
eine  Addition  relative  ä l’usage  du  principe  des  forces  vives  dans 
le  calcul  des  machines  en  mouvement. 

Zur  Messung  der  Arbeit  von  Maschinen  hat  man  verschiedene 
Vorrichtungen,  unter  welchen  der  Pronysche  Zaum  am  häufig- 
sten gebraucht  wird.  Ist  nämlich  A (Fig.  5.)  der  Querschnitt  ei- 
ner Welle,  welche  wir  uns  horizontal  vorstellen  wollen,  so  löst 
man  die  von  der  Welle  getriebenen  Theile  der  Maschine  aus  ihrer 
Verbindung  mit  jener,  und  umgiebt  dafür  die  Welle  mit  einem 
eisernen  Bande  oder  Zaume  DEF,  an  dessen  Enden  D und  F ein 
Balken  oder  Hebel  C'C  angeschraubt  und  dadurch  sammt  dem  Bande 
DEF  mehr  oder  weniger  gegen  die  Welle  gepresst  wird.  An  ei- 
nem Puncle  C des  Hebels  wird  nun  ein  Gewicht  P von  solcher 
Grösse  angebracht,  und  zugleich  durch  Stellung  der  Schrauben  in 
D und  F der  Druck  des  Zaumes  auf  die  Welle  so  eingerichtet, 
dass  während  die  Welle  A sich  mit  der  Geschwindigkeit  dreht, 
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für  welche  inan  die  Beobachtung  anstellen  will,  der  Hebel  C'C 
fortwährend  horizontal  stehen  bleibt.  Die  Kraft,  welche  der  Dre- 
hung der  Welle  entgegenwirkt,  ist  alsdann  offenbar  die  Reibung 
derselben  gegen  den  Zaum,  welche  man  sich  in  einem  Puncte  des 
Umrings  vereinigt  denken  kann.  Bezeichnet  man  ihre  Intensität 
mit  R,  den  Halbmesser  der  Welle  mit  a,  den  von  einem  Puncte 
im  Umringe  der  Welle  in  einer  gegebenen  Zeit  durchlaufenen  Weg 
mit  ag>,  so  ist  Qay  die  widerstehende  Arbeit  der  Reibung,  insofern 
Q constant  gedacht  wird.  Offenbar  strebt  aber  auch  die  Reibung 
Q,  den  Zaum  mit  dem  Hebel  um  den  Mittelpunct  der  Welle  zu 
drehen;  ihr  Moment  ist  Qa;  bezeichnet  man  den  Abstand  des  Ge- 
wichtes P vom  Mittelpunct  der  Welle,  in  horizontaler  Richtung, 
also  BC,  mit  b,  so  ist  Pb  das  jene  Drehung  verhindernde  Moment, 
mithin  Qa  = Pb,  also  ist  die  widerstehende  Arbeit  ==  Pb<j>.  Die- 
selbe wird  mithin  durch  Beobachtung  des  den  Hebel  festhaltenden 
Gewichtes  P und  der  Anzahl  der  Umdrehungen  der  Welle,  in  ei- 
ner bestimmten  Zeit,  gefunden.  In  so  fern  aber  die  Welle  sich 
gleichförmig  dreht,  oder  wenigstens  am  Anfänge  und  Ende  der 
Beobachtung  einerlei  Geschwindigkeit  hat,  ist  ihre  bewegende  Arbeit 
der  widerstehenden  gleich,  und  wird  mithin  durch  Pb<p  ausgedrückt 
Um  diese  Vorrichtung  anzuwenden,  muss  die  Wirksamkeit  der 
Maschine  unterbrochen  werden.  Genauere,  aber  auch  nicht  so  ein- 
fache Vorrichtungen  sind  die  verschiedenen  Arten  des  Feder- Dy- 
namometers von  Morin,  welche  sich  alle  darauf  gründen,  dass  die 
bewegende  Kraft  mittels  einer  an  der  Welle  der  Maschine  oder  bei 
Wagen  am  Angriffsp uncte  des  Zuges  angebrachten  elastischen  Fe- 
der wirkt,  durch  deren  Biegung  sich  die  Intensität  jener  zu  erken- 
nen giebt.  Dieses  würde  an  sich  während  des  Ganges  der  Ma- 
schine ohne  Nutzen  sein;  allein  durch  einen  passend  angebrachten 
Stift  zeichnet  die  Stahlfeder  ihre  jedesmalige  Biegung  auf  ein  Pa- 
pier, welches  sich  unter  dem  Stifte  mit  einer  der  Geschwindigkeit 
der  Maschine  in  jedem  Augenblicke  proportionalen  Geschwindig- 
keit fortbewegt;  aus  dieser  Zeichung  kann  man  dann  die  während 
der  Zeit  der  Beobachtung  gelieferte  Arbeit  entnehmen.  Diese  und 
noch  andere  Vorrichtungen  zu  demselben  Zweck  sind  von  Pon- 
celet  angegeben  worden.  Die  Beschreibung  einer  Vorrichtung  die- 
ser Art  findet  man  in  den  Experiences  sur  1c  frottement  etc.  par 
A.  Morin,  und  in  einer  Abhandlung  über  die  Reibung,  von  A. 
Brix,  welche  eine  kritische  Darstellung  der  bisher  über  die  Rei- 
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bung  angcstellten  Versuche,  namentlich  auch  der  von  Morin  ent- 
hält und  in  den  Verhandlungen  des  Vereins  für  Gewerbfleiss  in 
Prcussen  vom  Jahre  1837  gedruckt  ist.  Hauptsächlich  aber  ist 
wegen  Beschreibung  dieser  Dynamometer  auf  eine  Schrift  unter 
folgendem  Titel  zu  verweisen:  Description  des  appareils  chro- 
no m et riqnes  ä style,  propres  ä la  representation  graphique  et 
ä la  determination  des  lois  du  mouvement,  es  des  appareils  dy- 
namometriques  propres  ä mesurer  1’effort  ou  le  travail  deve- 
loppe  par  les  moteur  animes  ou  inanimes  et  par  les  Organes  de  la 
transmission  du  mouvement  dans  les  machines,  par  Arthur  Mo- 
rin, Capitaiiie  d’Artillerie,  etc.  Metz,  S.  Lamort.  1838.  51  Seiten.  8. 

Um  einige  Anschauung  von  der  Sache  zu  geben,  will  ich  die 
zur  Messung  der  Zugkräfte  an  Wagen  bestimmte  Vorrichtung  an- 
deutend beschreiben.  Dieselbe  besieht  aus  zwei  an  den  Enden  zu- 
sanynengeboltzten  Stahlblättern,  ACB,  ADß,  (Fig.  6.)  von  denen  das 
vordere  in  der  Mitte  I)  vom  Zugseile  ergriffen  wird,  während  das 
hintere  in  seiner  Mitte  C an  den  Wagen  befestigt  ist.  Durch  die 
Zugkraft  werden  die  Stahlblätter  so  gebogen,  dass  die  Zunahme 
der  anfänglichen  Entfernung  CD  in  jedem  Augenblicke  dieser  Kraft 
proportional  ist  und  mithin  das  Maass  derselben  abgiebt.  In  D be- 
findet sich  ein  verticaler  Stift,  an  dem  ein  Pinsel  angebracht  ist, 
welcher  auf  ein  unter  ADBC  angebrachtes  Papier  den  Endpunct 
des  Abstandes  CD  mit  Tusche  aufträgt.  Dieses  Papier  geht  über 
zwei  an  den  Seiten  A und  B angebrachte  Rollen,  indem  es  sich 
von  der  einen  auf  die  andere  abwickelt.  Die  Rollen  werden  ent- 
weder durch  ein  Uhrwerk  in  gleichförmige  Drehung  versetzt,  oder 
sie  stehen  mit  den  Wagenrädern  in  Verbindung,  wodurch  eine  der 
Geschwindigkeit  des  Wagens  proportionale  Geschwindigkeit  des 
Papiers  erlangt  wird.  Durch  Quadratur  der  gezeichneten  Curvc 
erhält  man  in  dem  ersten  Falle,  wo  die  auf  den  Ordinalen  P senk- 
rechten Abscissen  den  Zeiten  proportional  sind,  das  Integral  ,/Pdt 
oder  die  mittle  Kraft,  im  zweiten  Falle,  wo  die  Abscissen  dem 
durchlaufenen  Wege  s proportionirt  sind,  das  Integral  ,/Pds  oder 
die  gesammte  Arbeit  der  Zugkraft,  während  der  Beobachtung. 

Eine  weitere  von  Poncelet  angegebene  Vorrichtung,  die  zu 
mehr  in  das  Grosse  gehende  Messungen  dient,  gründet  sich  auf 
folgenden  Gedanken:  der  Stift  in  D und  das  untergelegtc  Papier 
bleiben  bei  dem  vorigen  Dynamometer  weg.  Anstatt  ihrer  ist  in 
C eine  vertieale  Axc  CE  aufgestellt,  tragend  eine  horizontale  Kreis- 
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Scheibe  RT,  welche  durch  ein  umgeschlagenes  Riemenseil  mit  dem 
Wagenrade  verbunden  ist  und  dadurch  eine  der  des  letzteren  pro- 
portionale Drehungsgeschwindigkeit  erhält.  (Fig.  7.  wo  C und  D 
dieselben  Puncte  des  Dynamometers  wie  in  Fig.  6,  bedeuten;  die 
Stahlfedern  ACB,  ADR  sind  also  senkrecht  auf  der  Ebene  der  Ta- 
fel vorzustellen.)  Der  Axe  CE  gegenüber  ist  in  D eine  ebenfalls 
verticale  Axe  DF  aufgestellt,  welche  sich  in  einiger  Höhe  über 
der  Fläche  des  Rades  RT,  rechtwinklich  gebogen,  in  eine  horizon- 
tale Axe  FG  fortsetzt;  an  dieser  ist  ein  verticales  Rad  LH  dreh- 
bar befestigt,  dessen  tiefster  Punct  FI  die  Fläche  von  RT  berührt. 
Sobald  die  Zugkraft  P Null  ist,  liegt  der  Punct  H gerade  im  Mit- 
telpuncte  E von  RT;  wenn  aber  der  Punct  D durch  die  Zugkraft 
von  C mehr  entfernt  wird,  rückt  auch  das  Rad  LH  um  eben  so 
viel  vor,  und  wird  durch  die  Drehung  des  Rades  RT  mittels 
der  Reibung  in  solche  Drehung  gesetzt,  dass  seine  Umfangsge- 
schwindigkeit der  Geschwindigkeit  des  jedesmal  von  ihm  berühr- 
ten Punctes  H der  Scheibe  RT  gleich  ist,  also  gleich  rw,  wenn 
EH  = r und  w die  Winkelgeschwindigkeit  der  Scheibe  RT.  Da  r 
offenbar  der  Verlängerung  des  anfänglichen  Werlhes  von  CD  gleich, 
also  der  Zugkraft  P proportional  ist,  so  ist  schliesslich  die  Win- 
kelgeschwindigkeit des  Rades  LH  in  jedem  Augenblicke  dem  Pro- 
duct aus  der  Zugkraft  P in  die  Geschwindigkeit  v des  Wagens 
proportional.  Wenn  nun  das  Rad  LH  in  einer  gewissen  Zeit  n Um- 
drehungen gemacht  hat,  so  ist  der  von  einem  Puncte  seines  Um* 
ringes  durchlaufene  W eg  dem  Integral  y’Pvdt  = fPds  proportional, 
und  dieses  wird  mithin  aus  jenem  bekannt.  Durch  ein  an  LH  an- 
gebrachtes Räderwerk  mit  Zeiger  erfährt  man  die  Anzahl  der  ge- 
schehenen Umdrehungen  des  Rades  LH. 
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v.  Pambour. 

Die  ältere  Theorie  röhrender  Dampfmaschinen,  welche  mail 
z.  B.  aus  Taffe  Application  des  principes  de  mecanique  aux  ma- 
chines  les  plus  en  usage,  Paris  1837,  kennen  lernen  kann,  beruhte 
in  der  Hauptsache  auf  folgender  Betrachtung: 

Bezeichnet  P die  Spannung  des  Dampfes  im  Kessel,  a den 
Querschnitt  des  Cylinders  einer  Dampfmaschine,  1 den  Kolbenlauf, 
n die  Anzahl  der  in  der  Secunde  vollführten  Kolbenhübe,  so  ist 
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nl  der  Weg,  welchen  der  Kolben  unter  dem  Drucke  aP  in  der 
Secunde  durchläuft,  mithin  aPnl  die  bewegende  Arbeit  des  Dam- 
pfes auf  den  Kolben,  in  der  Secunde.  Bezeichnet  noch  p den  Ge- 
gendruck der  Luft  auf  den  Kolben,  wenn  keine  Condensation  an- 
gewandt ist,  oder,  wenn  solche  Statt  findet,  den  aus  ihrer  Unvoll- 
ständigkeit entstehenden  Widerstand,  so  liefert  dieser  die  wider- 
stehende Arbeit  apnl,  und  mithin  bleibt  a (P — p)  nl  als  theoreti- 
scher Effect  übrig.  Wegen  der  Reibung  ist  der  practische  Eflect 
nur  etwa  die  Hälfte  des  vorigen,  oder  ein  anderer  Bruchtheil,  wel- 
chen mau  aus  Beobachtung  zu  bestimmen  suchte» 

Bei  dieser  Berechnung  wird  die  Spannung  im  Kessel  als  ge- 
geben vorausgesetzt,  und  der  Druck  des  Dampfes  auf  den  Kolben 
im  Cylinder  ihr  sofort  gleich  angenommen.  Inzwischen  hatte  schon 
Watt  durch  Beobachtungen  mit  seinem  Indicator  bei  rotiren- 
den  Dampfmaschinen  häufig  eine  Verminderung  des  Druckes  im 
Cylinder  gegen  den  im  Kessel  bemerkt;  bezeichnet  man  diesen 
kleineren  Druck  im  Cylinder  mit  P',  so  ist  offenbar  a (P' — p)  nl  der 
wahre  theoretische  Effect,  für  welchen  die  ältere  Theorie  nur  dar- 
um a (P — p)  nl  setzt,  weil  sie  den  Werth  von  P'  nicht  auf  wissen- 
schaftlichem Wege  bestimmt  hatte.  Pambour,  dessen  Arbeiten  zu- 
erst über  diesen  Gegenstand  Licht  verbreitet  haben,  beweist,  dass 
der  Druck  auf  den  Kolben  nicht  durch  die  Spannung  bedingt  wird, 
unter  welcher  die  Dämpfe  sich  im  Kessel  entwickeln,  sondern  le- 
diglich durch  den  aus  der  Belastung  der  Maschine  und  den  Hin- 
dernissen der  Bewegung  entspringenden  Widerstand.  Indem  im 
Kessel,  bei  gleichbleibender  Wirkung  des  Feuers,  in  jeder  Secunde 
immer  dieselbe  Wassermenge  in  Dampf  verwandelt  wird,  muss 
offenbar,  so  lange  die  Sicherheits- Ventile  geschlossen  bleiben  und 
kein  Dampf  verloren  geht,  eine  der  erzeugten  gleiche  Dampfmenge 
in  jeder  Secunde  durch  das  Leitrohr  nach  dem  Cylinder  geführt 
und  verbraucht  werden.  Hieraus  folgt,  dass  die  Spannung,  welche 
die  Dämpfe  im  Kessel  annehmen,  häuptsächlich  von  der  Weite  des 
-Leitrohres  oder  von  der  Oeffnung  des  Regulators  bedingt  wird. 
Wird  nämlich  durch  den  Regulator  der  Querschnitt  des  Leiirohrs 
verengt,  so  muss  dennoch,  wenn  nach  augenblicklicher  Unterbre- 
chung der  neue  Beharrungstand  eintritt,  immer  dasselbe  Gewicht 
von  Dampf  in  der  Secunde  durch  den  verengten  Querschnitt  ge- 
presst werden;  die  Dämpfe  im  Kessel  müssen  daher  sich  hiV‘  er 
spannen  und  mithin  auch  verdichten.  Geht  jedoch  diese  Zunahme 
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der  Spannung  so  weit,  dass  die  Sicherheits- Ventile  sich  öffnen,  so 
entweicht  durch  diese  ein  Theil  des  Dampfes,  und  die  Menge  des 
in  den  Cylinder  gelangenden  Dampfes  ist  alsdann  kleiner  als  die 
des  erzeugten.  In  der  früheren  Theorie  hat  man  dem  Regulator 
einen  wesentlichen  Einfluss  auf  die  Spannung  im  Cylinder  zuge- 
schrieben, ohne  jedoch  denselben  bei  Aufstellung  der  Formeln  in 
Rechnung  zu  bringen.  Allein  der  in  den  Cylinder  gelangende  Dampf 
nimmt  nothwendig,  wenn  die  Maschine  in  gleichförmigem  Gange 
ist,  wie  hier  immer  vorausgesetzt  wird,  eine  Spannung  an,  die 
niemals  grösser  als  diejenige  im  Kessel,  sonst  aber  von  dieser 
und  vom  Regulator  ganz  unabhängig  ist,  und  nur  durch  den  auf 
den  Kolben  wirkenden  Widerstand  bedingt  wird,  welchem  sie 
Gleichgewicht  halten  muss.  Der  Dampf  erlangt  daher  im  Cylinder 
ein  desto  grösseres  Volumen,  je  kleiner  der  Widerstand  ist.  Von 
dem  Volumen,  welches  der  in  jeder  Secunde  aus  dem  Kessel  in 
den  Cylinder  strömende  Dampf  in  diesem  annimmt,  hängt  die  Ge- 
schwindigkeit des  Kolbens  ab  5 denn  der  Inhalt  des  Cylinders  mul- 
tipiieirt  durch  die  Anzahl  der  in  jeder  Secunde  vollführten  Kol- 
benhübe muss  jenem  Dampfvolumen  gleich  sein.  Aus  diesen  Be- 
trachtungen ergiebt  sich  sofort  die  Relation  zwischen  der  Geschwin- 
digkeit der  Maschine  und  ihrer  Belastung,  welche  in  den  vor  der 
Pambourschen  Theorie  erschienenen  Schriften  nicht  gefunden  wird. 
Diese  ist  in  folgenden  Schriften  enthalten:  A practical  treatise  on 
locomotive  engines  upon  railways,  by  the  Chev.  de  Pambour, 
London  1836.  Deutsch  von  Grelle  im  Journal  für  Baukunst, 
Band  10.  Theorie  de  la  machine  ä vapeur,  par  le  Chev.  de  Pam- 
bour, Paris  1839. 

Um  die  Theorie  in  ihrer  Allgemeinheit  zu  entwickeln,  muss 
auf  die  Wirkung  der  Absperrung  des  Dampfes  im  Cylinder  Rück- 
sicht genommen  werden.  Man  pflegt  Maschinen,  worin  diese  benutzt 
ist,  Expansions- Maschinen  zu  nennen,  welche  Benennung  jedoch 
nicht  passend  ist,  da  sie  die  Expansion  bei  anderen  Maschinen  aus- 
schliesst  und  die  Annahme  gleicher  Spannung  im  Kessel  und  im 
Cylinder  begünstigt,  aus  welcher  sie  wahrscheinlich  hervorgegan- 
gen ist.  Mit  Beibehaltung  der  schon  oben  eingeführten  Buchstaben 
sei  P'  die  Spannung  im  Cylinder  vor  der  Absperrung,  also  bei  un- 
unterbrochenem Dampfzufluss;  diese  betrachtet  P.  als  constant,  oder 
begpügt  sich  vielmehr,  ihren  mittlen  Werth  in  Rechnung  zu  brin- 
gen j es  sei  1/  der  vor  der  Absperrung  durchlaufene  Theil  des  Kol- 
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foenjaufes;  st  die  Spannung  nach  erfolgter  Absperrung,  indem  der 
Kolben  den  Weg  (welcher  mithin  grösser  als  1')  im  Cylinder 

i 

durchlaufen  hat;  so  ist  P'al'  -f die  bewegende  Arbeit  des 

i' 

Dampfes  während  eines  Kolbenlaufes.  Nennt  man  noch  R den  Wi- 
derstand auf  den  Kolben  für  die  Flächeneinheit,  so  ist  Rai  die 
widerstehende  Arbeit,  welche  der  bewegenden  nach  Ablauf  jedes 
Kolbenhubes  gleich  sein  muss,  wenn  die  Bewegung  im  Beharrung- 
stande ist;  folglich  erhält  man 

P'l'  + fltix  = RI.  1. 

i' 

Um  die  angezeigte  Integration  zu  vollziehen,  muss  st  durch  ^ 
ausgedrückt  werden.  Nimmt  man  an,  dass  der  Dampf,  indem  er 
sich  ausdehnt,  seine  Temperatur  behält,  und  mithin  die  Spannung 
der  Ausdehnung  umgekehrt  proportional  bleibt,  so  muss  er  von 
aussen  die  nöthige  Wärme  aufnehmen,  wozu  sein  rascher  Gang 
durch  den  Cylinder  nicht  Zeit  genug  gewähren  dürfte.  Pambour, 
welcher  sich  in  seiner  ersten  Schrift  mit  dieser  Annahme  begnügt 
hatte,  entscheidet  sich  in  der  Theorie  de  la  machine  ä vapeur  da- 
gegen, indem  er  aufstellt,  dass  der  Dampf  bei  seinen  Ausdehnun- 
gen in  der  Maschine  sich  jederzeit  mit  Rücksicht  auf  seine  Tem- 
peratur im  Zustande  der  grössten  Dichtigkeit  bellnde.  Hiernach 
nimmt  derselbe  keine  Wärme  von  aussen  an,  sondern  die  Summe 
seiner  freien  und  gebundenen  Wärme  bleibt  immer  dieselbe.  Dies 
wurde  durch  zahlreiche  Versuche  bestätigt,  in  welchen  die  Span- 
nung und  Temperatur  im  Kessel  mit  der  Spannung  und  Tempera- 
tur des  in  die  Luft  ausströmenden  Dampfes  verglichen  wurde. 
Blieb  die  Temperatur  des  Dampfes  auf  dem  Wege  durch  die  Ma- 
schine unverändert,  so  musste  die  Temperatur  des  ausströmenden 
Dampfes  der  Temperatur  im  Kessel  gleich  kommen;  dies  war  aber 
nicht  der  Fall,  sondern  die  Temperatur  beim  Ausströmen  entsprach 
jedesmal  der  dabei  vorhandenen  Spannung,  nach  dem  für  den  Zu- 
stand grösster  Dichtigkeit  geltenden  Gesetze.  Da  dieses  Gesetz 
nicht  einfach  ist,  so  bedient  sich  Pambour  einer  angenäherten 
Formel,  nämlich 

- ==  n + qp  2. 

in  welcher  - die  Dichte  des  Dampfes,  die  des  Wassers  = 1 ge- 
setzt,  also  ^ das  relative  Volumen  des  Dampfes  gegen  Wasser, 
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und  p die  Spannung  vorstellt 5 n und  q sind  constante  Coefficien- 
ten.  Pambour  setzt: 

i 0,4227  + 0,00258 . p ^ , t . Al 

~ = iur  niederen  Druck  bis  zu  2 Atm. 

f.t  1000Ü 

1 1,421  + 0,0023 . p , ...  n , ,.  da* 

- = — tur  höheren  Druck  bis  zu  8 Atm. 

fi  10000 

p ist  der  Druck  in  Pfunden  auf  den  Quadratfuss,  nach  englischem 
Maasse  und  Gewicht. 

Um  diese  Formeln  anzuwenden,  ist  noch  zu  bemerken,  dass 
sich  an  jedem  Ende  des  Cylinders  ein  Kaum  befindet,  in  welchen 
der  Kolben  nicht  eindringt,  um  nicht  auf  den  Boden  des  Cylinders 
zu  stossen,  und  welcher  sich  bei  jedem  Kolbenhübe  abwechselnd 
mit  Dampf  füllt.  Es  sei  c die  Länge  dieses  Raumes,  so  ist  a (F  4-  c) 
das  Volumen  des  im  Cy linder  enthaltenen  Dampfes,  im  Augenblick 
der  Absperrung,  wobei  die  Spannung  P';  ferner  a Q*  -j-  e)  das  Vo- 
lumen desselben  Dampfes  für  die  Spannung  st,  nach  der  Absperrung. 
Da  beide  Volumina  aus  derselben  Wassermenge  gebildet  sind,  so  ver- 
halten sie  sich  wie  die  relativen  Volumina,  d.  h.  wie  die  zu  P'  und  st 
gehörigen  Werthe  von  ft;  daher  nach  obiger  das  Gesetz  der  fort- 
dauernden grössten  Dichtigkeit  angenähert  ausdrückenden  Formel: 

(P  4-  c)  (n  + qP')  *=  + c)  (n  4-  q*) 

oder  wenn  zur  Abkürzung  n = qy  gesetzt  wird,  (F-f-c)  (y  4~  PO  522 
(X>  4-  c)  (y  4 Ä);  mithin 

(y  4-  P')  (l'  + c) 


5t 


y- 


3. 


-f  c 

Vollzieht  man  hiernach  die  Integration  nach  ^ in  1.*  und  führt 
führt  folgende  Abkürzung  ein: 

+ Iog  r+  0 = k 4- 

so  kommt: 

k (y  4-  P')  (P  4-  c)  — y\  = RI.  5. 

Diese  Formel  bestimmt  den  Druck  P'  auf  den  Kolben,  vor  der 
Absperrung,  wenn  der  Widerstand  R auf  die  Flächeneinheit  des 
Kolbens  gegeben  ist.  Für  Maschinen  ohne  Absperrung  wird  F = 1, 

1 


mithin  k = 


i 4"  c ’ 


und  daher  P' 


R. 


Das  relative  Volumen  des  Dampfes  für  die  Spannung  P'  ist 

1 1 ...  . 

fL  ss  7-  ss  Tr- : werden  mithin  im  Kessel  in  jeder 

11  + qP'  qlJ’  + P') 

. O* 

Secunde  er  Cubikzoll  Wasser  in  Dampf  verwandelt,  so  ist  ^ (y4|Jp7j 
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ihr  Volumen  unter  der  Spannung  P'.  Dieses  Volumen  füllt,  wenn 
n die  Anzahl  der  Kolbenhübe  in  der  Secunde  ist,  in  dieser  Zeit 

nmal  den  Raum  a (P  -f  c);  folglich  ist  a (1'  + c)  n = — ^ 

Nennt  man  v die  (durchschnittliche)  Geschwindigkeit  des  Kolbens, 
so  ist  v = nl;  mithin 


v = 


o-l 


6. 


aq  (1'  + c)  (y  -f  P') 

Verbindet  man  die  Gleichungen  5.  und  G.  um  P ' wegzuschaffen, 
so  erhält  man  die  Relation  zwischen  Belastung  und  Geschwindig- 
keit, nämlich 

aq  (y  + R)  v = k <r  7. 

oder  aq  (y  + R)  v = (p-^  + log  p±l)  e. 

Für  Maschinen  ohne  Absperrung  wird:  aq  (1  + c)  (y-fR)  v = crl. 

Der  Widerstand  R besteht  hauptsächlich  aus  3 Theilen;  näm- 
lich aus  dem  Widerstande  r,  den  die  Last  ihrer  eigenen  Bewegung 
entgegensetzt;  zweitens  aus  dem  Widerstande  der  Maschiue,  wel- 
cher zusammengesetzt  ist  aus  der  Reibung  f der  unbelasteten  Ma- 
schine und  aus  der  Zunahme  dieser  Reibung,  welche  von  der  Be- 
lastung herkommt,  und  von  Pambour  gleich  öv  gesetzt  wird,  so 
dass  6 die  Zunahme  der  Reibung  der  Maschine  ist,  welche  eintritt, 
wenn  die  Reibung  r der  Last  um  eine  Einheit  zunimmt;  drittens 
aus  dem  Gegendruck  p der  Luft  oder  des  im  Condensator  übrig 
bleibenden  Gemenges  von  Luft  und  Dampf.  Demnach  ist 
R™r  + ör  + f + p.  8. 

Der  nutzbare  Theil  der  bewegenden  Arbeit  oder  der  Nutz- 
effect ist  E : 


avr,  also 


fk  (r  + f + p)n  o 

l (y  + n (l'  + c)f 


E = gk—  aq  (y  + f + P)  v 

q (l  + <5)  q(i  + <$)l“  (y  + 

Hiernach  wird  E am  grössten,  wenn  v am  kleinsten  oder  P'  am 
grössten  wird.  Nennt  man  P die  grösste  Spannung,  welche  die 
Ventile  im  Kessel  zulassen,  ohne  sich  zu  öffnen,  so  ist  die  kleinste 
Geschwindigkeit,  nach  6., 

v'  =:  10 
aq  (l'  + c)  (y  + P)’ 

Der  hiermit  verbundene  grösste  Nutzeffect  ergiebt  sich  aus  9. 

(y  + f + P)  1 1 

(P  + c)  (y  + P)J 
v 


E'  = 


11 


q (i  + 0 

Da  das  Verhältniss  der  Absperrung,  nämlich  p,  willkürlich  ist,  so 

V.  6 
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kann  man  durch  die  Wahl  von  1'  den  Werth  von  E'  zu  einem 
Maximum  steigern.  Man  findet,  mit  Rücksicht  auf  4., 

1'  = + P.) .?  =.  hl  ' 12. 

y + E 

für  die  vorteilhafteste  Art  der  Absperrung,  durch  welche  der 
Werth  von  E'  erhöhet  wird  auf 


E"  = 


er 


log 


1 + c 


13. 


q (1  + <5)  D hl  + c‘ 

Der  Nutzeffect  einer  Maschine  von  gegebener  Construction,  für 
welche  also  1,  1',  c,  f,  p sämmtlich  gegeben  sind,  hängt  nach  8. 
von  der  Menge  <r  des  in  jeder  Secunde  verdampften  Wassers  und 
von  dem  Drucke  P'  auf  den  Kolben  ab,  und  wächst  wenn  beide, 
so  weit  es  angeht,  gesteigert  werden. 

Die  Gleichung  12.  drückt  Pambour  mit  Rücksicht  auf  2.  so 
aus:  Für  das  vorteilhafteste  Verhältnis  der  Absperrung  ist  ly:l 
wie  das  Volumen  des  Dampfes  von  der  Spannung  P zu  dem  Vo- 
lumen für  die  Spannung  f + p»  Jedoch  ist  auch  dieses  Verhält- 
nis nur  angenähert  richtig.  Rechnet  man  genau,  ohne  die  ange- 
näherte Formel  2.  zu  Grunde  zu  legen,  so  findet  sich  Folgendes: 
Es  sei  P der  Druck  des  Dampfes  im  Cylinder,  vor  der  Absperrung, 
& das  dazu  gehörige  relative  Volumen,  und  allgemein,  anstatt  2. 

P as=  F (>),  wo  F eine  Function  anzeigt;  so  ist  rf  = F (ju  , 

Ferner  hat  man  die  Gleichungen : RI  = PF  -j-  f v = 

V a U + c) 

(T/uu  1 r 


Rssr-f-p+f.  E = avr 


l'  + c- 


Hieraus  folgt: 


dB 

dl' 


er  hl 


dr 


O'  + c) 


H,  wo  H = (F  + c)  1 — - Ir 


Um  H zu  finden,  ist  -tu  zu  entwickeln  aus 

di 

rl  = Pl'  + — (p  + f)l,  wo  * ~F  (V-rrM')»  P ™ F (,n). 

1'  V l'  + c/ 


Hieraus  folgt  zuerst 


. ldI  _ j,  T'.  >-  + C 

' dl'  — /dl' 


r,  ^ \ dx  dtf  du 

* = F (u),  = 


du  dl 


J-  - F'(u). 


d X».  Es  sei  /i . f/~Y~  ■ = u,  so  ist 
1 + c 

hl  (X  + c)  uF'u 


{['  + c)  - 


daher  1 yf  — — f u.F'u.- 

di'  \t  1 

Dies  giebt,  da  allgemein 


d>>  , . di 

— — oder  /il  JY 
+ e d) 


l'  + c’ 

1 + CN 

l'  + c/ 


/ "l'  + c> 
7 = — I u F ' u d u 


8.  Theorie  der  Dampfmaschinen. 


83 


-/uF'udu  =/Fu.du  — uFu,  fi  I “ = 

Y»  + 

Fu.du  _ F(4±D  + ^(4 


f-L 


1*1 

dl' 


q/x 


y,  wor 


Hier  ist  F(u)~P  die  Spannung  vor  der  Absperrung,  F f [i , ) = 

^ V 1 -J-  c/ 

P die  Spannung  am  Ende  des  Kolbenlaufes;  führt  man  ferne 
wieder  F (u)  = sr,  u — yx  ein,  so  folgt: 

1 z»1  , I C , . ,v 

r — “ “ / 3t  d X»  — — — r — P •+■  P 

1 + c «{,  1 + C 1 

und  hieraus  H — (f  + p)  1 •+•  Pc  — ( 1 -+-  c ) P( , 

dE 

Für  das  Maximum  von  E ist  jp  = 0,  also  H==  0;  daher  ist 
allgemein  P zu  finden  aus  der  Gleichung: 

(l+c)  F(Ap±f)=  (f+p)l  + cF(4 

Nach  der  obigen  angenäherten  Formel  ist  F Qx ) = 
aus  sich  wieder  die  Gleichung  12.  ergiebt. 

Die  in  dem  Werthe  von  R (Gl.  8.)  vorkommenden  Constan 
ten  müssen  in  jedem  Falle  durch  Beobachtung  bestimmt  werden, 
wozuPambour  Anweisung  giebt.  Als  numerisches  Beispiel  führe 
ich  folgende  Formel  für  eine  Hochdruckmaschine  ohne  Absperrung 

an : für  solche  ist  1'  = 1,  also  k = — nach  4.  Der  freie  Raum 

1 -j-  c 

1 Of 

c ist  = — 1;  daher  k = Da  keine  Condensation  Statt  findet, 

so  ist  p der  Druck  der  Luft,  also  p = 14,71  X 144  U.  engl,  auf  der 
Quadratfuss;  ferner  ist  n = 0,0001422  = qy,  q — 0,00000023,  wie 
schon  oben  angegeben.  Die  Relation  7.  zwischen  Belastung  und 
Geschwindigkeit  wird  hiernach  folgende: 

loooo . er 

av  ~ 6,6075  + 0,002415  (r~+  «5r  + f)  * 
v ist  die  Geschwindigkeit  des  Kolbens  in  engl.  Fussen  für  die  Mi- 
nute; a die  Kolbenfläche;  er  die  Anzahl  der  in  der  Minute  ver~ 
dampften  Cubikfuss  Wasser,  r ist  der  Druck  der  Last  auf  die  Flä- 
cheneinheit des  Kolbens.  Der  Coefficient  6 ist  etwa  = y,  und  f = 
144  U.  auf  den  Quadratfuss;  doch  müssen  diese  Grössen  in  jedem 
Falle  besonders  ausgemittelt  w'erden,  indem  man  die  Maschine  um 

6 * 
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ter  verschiedenen  Belastungen  beobachtet.  Bezeichnet  P die  grösste 
zulässige  Dampfspannung  im  Kessel,  so  ist  R höchstens  = P;  also 

ist  r=  - der  Grenzwerth,  bis  zu  welchem  der  Wi- 

1 + <5 

d erstand  der  Belastung  gesteigert  werden  darf. 

Die  vorstehende  Theorie  ist  überhaupt  auf  Maschinen  doppel- 
ter  Wirkung,  sowohl  stehende  als  fortgehende,  anwendbar;  ge- 
nauere Angaben  über  die  Ermittelung  der  bei  jeder  Art  vorkom- 
menden  Widerstände,  muss  man  in  den  genannten  Schriften,  na- 
mentlich was  die  Reibung  auf  Eisenbahnen  und  in  Dampfwagen 
betrifft,  im  3ten  und  4ten  Capitel  des  Pa  mb  o urschen  Werkes 
über  Dampfw7agen  nachsehen.  Die  Reibung  der  Bahnwagen  schlägt 
Pamb  our  durchschnittlich  auf  xiv?  an,  die  der  unbelasteten  Dampf- 
wagen auf  xf“  ihres  Gewichtes. 

Bei  den  Maschinen  einfacher  Wirkung  drückt  der  Dampf  nur 
von  der  oberen  Seite  auf  den  Kolben,  um  die  Last  und  ein  an- 
gehängtes  Gegengewicht  zu  haben;  der  Rückgang  des  Kolbens  ge- 
schieht unbelastet  durch  die  Wirkung  dieses  Gewichtes,  und  ist 
blos  bestimmt  die  Maschine  zu  einem  neuen  Hube  in  Stand  zu 
setzen.  Dieser  wird  bewirkt,  indem  die  Verbindung  zwischen  dem 
Kessel  und  dem  oberen  Theile  des  Cylinders  einerseits  und  zwi- 
schen dem  Condensator  und  dem  unteren  Theile  des  Cylinders 
andererseits  sich  öffnet,  mithin  der  Dampf  aus  dem  Kessel  von 
oben  auf  den  Kolben  drückt,  während  der  unter  dem  Kolben  vom 
vorigen  Hube  übrig  gebliebene  Dampf  niedergeschlagen  wird.  Nach- 
dem der  sinkende  Kolben  einen  Theil  seines  Laufes  vollbracht, 
wird  der  Cylinder  gegen  den  Kessel  abgesperrt,  der  Kolben  aber 
von  dem  eingeschlossenen  Dampfe  weiter  getrieben.  Wenn  er  dem 
Ende  seines  Laufes  nahe  ist,  so  öffnet  ein  Ventil,  genannt  Gleich- 
gewichts-Ventil, dem  oberen  Dampfe  Zutritt  in  den  Raum  unter 
dem  Kolben  des  Cylinders,  und  der  Kolben,  von  beiden  Seiten 
gleichmässig  mit  Dampf  umgeben,  also  von  keiner  Kraft  mehr  ge- 
trieben, wird  von  den  Widerständen  bald  zum  Stehen  gebracht, 
hierauf  aber,  der  Last  entledigt,  durch  das  beim  Niedergange  ge- 
hobene Gegengewicht,  z.  B.  durch  das  Gewicht  der  Pumpenstan- 
gen, wieder  gehoben.  Kurz  vor  dem  Ende  des  steigenden  Laufes 
schliesst  sich  das  Gleichgewichts- Ventil;  der  Dampf,  bisher  über 
und  unter  dem  Kolben  gleichmässig  verbreitet,  dehnt  sich  nun  un- 
ter dem  Kolben  aus,  während  der  über  diesem  befindliche  zusarn- 
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mengedrückt  und  unter  diesen  Umständen  der  Kolbenlauf  allmälig 
gehemmt  wird. 

Bei  sinkendem  Kolbenlaufe  muss  die  Absperrung,  bei  steigern 
dem  der  Augenblick  des  Schlusses  des  Gleichgewicht-Ventiles  nach 
Maassgabe  der  Last  so  geregelt  werden,  dass  der  Kolben  am  Ende 
des  Laufes  jedesmal  mit  unmerklicher  Geschwindigkeit  anlangt, 
um  keinen  Stoss  auszuüben.  Dies  geschieht  bei  dem  Gebrauche 
dieser  Maschinen  durch  Versuche;  die  von  P.  hierüber  gegebene 
theoretische  Berechnung  ist  folgende: 

Für  den  Niedergang  des  Kolbens  findet  die  oben  entwickelte 
Gleichung  5.  Statt,  in  welcher  alle  Buchstaben  ihre  frühere  Be» 
deutung  haben.  Der  Druck  P'  auf  den  Kolben,  vor  der  Absper- 
rung, ist  aber  bei  diesen  Maschinen,  welche,  ruckweise  wirkend, 
jedesmal  wenn  der  Kolben  seinen  höchsten  Stand  erreicht  hat, 
völlig  in  Ruhe  sind,  der  Spannung  im  Kessel  gleich,  also  P'=P; 
daher  ist 


k (y  + P)  (P  + c)  — yi  = RI  a. 

die  erste  Gleichung,  wodurch  die  Gleichheit  der  bewegenden  und 
der  widerstehenden  Arbeit  für  den  Niedergang  des  Kolbens  aus- 
gedrückt wird.  Der  Werth  von  R ist 

R = r + ör-f-p-fP-f-n  / 

n rst  das  Gegengewicht  und  p die  Spannung  im  Condensator,  f' 
die  Reibung  der  unbelasteten  Maschine,  r der  Widerstand  der  Last, 
ö die  Zunahme  der  Reibung  der  Maschine  für  jede  Einheit  von  r; 
alle  diese  Kräfte  auf  die  Kolbenfläche  und  auf  die  Flächeneinheit 
zurückgeführt,  wie  bisher. 

Bei  steigendem  Kolbenhub  ist  wieder  die  bewegende  Arbeit 
der  widerstehenden  gleich.  Jene  ist  ilal;  diese  besteht  erstens 
aus  der  Reibung  der  unbelasteten  Maschine,  die  mit  f"  bezeichnet 
werde,  indem  sie  wegen  einiger  Verschiedenheit  der  Umstände  der 
vorigen  f'  nicht  gleich  ist;  zweitens  aus  dem  Widerstande  des 
Dampfes,  nachdem  das  Gleichgewichts- Ventil  geschlossen  ist.  Es 
sei  1"  der  im  Augenblicke  dieses  Schlusses  durchlaufene  Theil  des 
Kolbenhubes.  Der  in  diesem  Augenblicke  den  ganzen  Cy  linder 
gleichmässig  füllende  Dampf  hat  die  Spannung 

1 ' -f-  c 


* = (y  + P) 


I + 2c 


y 


da  er  sich  von  dem  anfänglichen  Volumen  a (P  + c)  bis  zu  dem 
Volumen  des  Cylinders  a (1  + 2c)  ausgedehnt,  hat.  Hat  der  Kol 
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heu,  weiter  gehend,  den  Theil  ^ seines  Laufes  zurückgelegt,  und 
bezeichnet  man  die  Spannung  unter  ihm  durch  über  ihm  durch 


at ",  so  ist: 


1 


// 


& | **  C 

= (v  + *)  ",  „ — *" 


>,+  c " iy  + X)  1-X+  c 

und  der  Widerstand  des  Dampfes  auf  den  Kolben  ist  a (ä"  — -at'). 
Die  gesammte  widerstehende  Arbeit  ist  hiernach 

£"al  + a/(V'  — *')  d^  = nah 


1 — 1"  + c 


— y 


Vollzieht  man  die  Integration,  und  setzt: 
1"  + c 


1"  + c , 1 

- log  - 


1 


k'  (j>  + P)  + f 


1"  + C , 1 + C 

Ios  1^1 

s n. 


1 


// 


= k'  so  kommt; 

b. 


Die  dritte  Gleichung  giebt  die  Geschwindigkeit  der  Maschine.  Es 
sei  v die  Anzahl  der  in  der  Zeiteinheit  vollführten  Doppelhübe, 
bei  deren  jedem  das  Volnmen  a(i"+c)  voll  Dampf  von  der 
Spannung  ä aus  dem  Cylinder  in  den  Condensator  übergeht,  näm- 
lich das  Volumen  des  nach  geschlossenem  Gleichgewichts- Ventile 
unter  dem  Kolben  befindlichen  Dampfes;  es  sei  o-  das  Volumen 

des  in  der  Zeiteinheit  verdampften  Wassers,  mithin 


<7 


. - das 

q (y  *) 

des  daraus  gebildeten  Dampfes  von  der  Spannung  so  ergiebt 
sich  aus  der  Gleichheit  zwischen  dem  entwickelten  und  dem  ver- 


brauchten Dampfe:  v . a (1"  -f-  c) 
Werth  gesetzt: 


er 


v 


q (y 

1 -f  2c 


3t)’ 


oder  für  * seinen 


c. 


aq  (y  -j-  P)  (P  ~r  c)  (1^  + c) 

Bei  gegebener  Belastung  dienen  die  Gleichungen  a.  und  b.  um 
zuerst  1'  und  1"  so  zu  bestimmen,  dass  der  Kolben  jedesmal  mit 
der  Geschwindigkeit  Null  am  Ende  des  Hubes  anlangt,  und  mit- 
hin jeder  Stoss  vermieden  werde.  Die  zu  dieser  Belastung  gehö- 
rige Anzahl  der  Kolbenhübe  findet  sich  sodann  aus  c.  Um  die  Re- 
lation zwischen  r und  v unmittelbar  zu  erhalten,  müsste  man  V 
und  1"  aus  diesen  3 Gleichungen  eliminiren,  was  nicht  algebraisch 
ausführbar  ist.  Weitere  Betrachtungen  über  den  Nutzeffect  und  des- 
sen grössten  Werth  muss  man  in  der  angeführten  Schrift  nachsehcn. 

Eine  Darstellung  der  Pambo urschen  Theorie  und  Anwen- 
dung auf  verschiedene  Maschinen  findet  man  in  folgender  Schrift: 
Sammlung  von  Zeichnungen  einiger  ausgeführlcn  Dampfkessel  und 
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Dampfmaschinen,  nebst  Beschreibung  derselben,  und  Berechnung 

der  Dampfmaschinen  nach  der  Pa  mb  o urschen  Theorie.  Auf  Ver- 

- • 

anlassung  der  Königl.  techn.  Deputation  für  Gewerbe  bearbeitet 
von  W.  Nottebohm.  Berlin  bei  Petsch  1841. 

Eine  Abhandlung  von  A.  L»  Grelle,  über  die  Ausführbarkeit 
von  Eisenbahnen  in  bergigen  Gegenden,  im  Journal  für  Baukunst, 
Band  13,  stützt  sich  ebenfalls  auf  diese  Theorie.  Man  hat  bisher, 
wenn  steile  Strecken  auf  Eisenbahnen  nicht  vermieden  werden 
konnten,  bei  ihrer  Ersteigung  entweder  stehende  Maschinen  ange- 
bracht oder  die  Last  vermindert.  Es  giebt  aber  noch  ein  drittes 
Mittel,  bestehend  in  einem  an  der  Maschine  anzubringenden  sehr 
einfachen  Räderwerk  oder  Vorgelege,  durch  welches  bei  Erklim- 
mung des  Abhanges  die  Geschwindigkeit  vermindert,  dagegen  die 
Zugkraft,  bei  voller  Dampfspannung  im  Cylinder,  so  weit  gestei- 
gert werden  könnte,  als  das  Eingreifen  der  Räder  in  die  Schienen 
erlaubt.  Maschinen  dieser  Einrichtung  werden  mit  der  vollen  Last, 
die  sie  auf  wagerechter  Bahn  mit  grosser  Geschwindigkeit  fortzie» 
hen,  eine  steigende  Bahnstrecke  langsam  erklimmen.  Nähere  An= 
gaben  sind  in  der  Abhandlung  nachzusehen. 

November  1841. 


S.  34.  Z.  7.  v.  u.  I.:  a,+  ßl  + yl  < 1. 


Vierzehnter  Abschnitt. 

Allgemeine  Gesetze  der  Wellenbewegung. 

Von 

0.  J«  Broch 

zu  Christiania. ' 


Die  allgemeinen  Gesetze  der  unendlich  kleinen  Bewegungen  eines 
oder  zweier  Systeme  von  Molekülen  sind  in  den  letzten  zwei  Jah- 
ren durch  die  Bemühungen  der  französischen  Gelehrten  P.  II.  Blan- 
chet  und  besonders  A.  L.  Cauchy  zu  einer  Vollkommenheit  ge- 
langt, die  es  möglich  macht,  diese  wichtige  und  erste  Hauptabthei- 
lung der  mathematischen  Theorie  der  unendlich  kleinen  Schwin- 
gungen als  ein  abgeschlossenes  Ganzes  zu  behandeln.  Die  Abhand- 
lungen dieser  beiden  Gelehrten  sind  ausserdem  in  Zeitschriften 
dermaassen  zerstreut,  dass  ein  geordneter  und  vollständiger  Auszug 
derselben  den  Physico- Mathematikern  unentbehrlich  wird.  Der 
Verfasser  dieses  Auszugs  hat  es  sich  angelegen  sein  lassen,  die 
Schwierigkeiten,  so  weit  der  Raum,  welcher  diesem  Theil  der 
Physik  hier  gewidmet  werden  kann,  es  gestattet,  zu  beseitigen,  so 
dass  er  selbst  denen,  die  hiermit  das  Studium  der  mathemathischen 
Theorie  des  Lichts  anfangen  wollen,  verständlich  werden  kann.  — 

In  den  Noten  findet  man  überall  die  benutzten  Abhandlungen 
citirt,  so  wie  auch  zur  Erläuterung  der  schwierigeren  Stellen  auf 
die  Werke  Cauchy’s  und  Anderer  verwiesen  ist.  — • 

§.  1.  Gleichungen  des  Gleichgewichts  und  der  Bewe- 
gung eines  Systems  von  Molekülen*). 

Betrachten  wir  ein  System  von  Molekülen,  die  durch  gegen- 
seitige Anziehungs-  und  Abstossungskräfte  in  Gleichgewicht  oder 


*)  Cauchy  Ex.  d Au  et  de  Pb.  Math.  Tomel,  p.  1— 3» 
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Bewegung  erhalten  werden.  Es  seien  im  ersten  Moment  und  im 
Zustande  des  Gleichgewichts: 

.r,  i/,  * die  Coordinaten  der  Moleküle  nt, 

.r  + x,  y -f-  y,  z + z die  Coordinaten  einer  andern  Moleküle  in, 
r der  Radius  vector,  welcher  von  der  Moleküle  nt  zur  Moleküle  m 
führt,  so  hat  man: 

ss  xa  y2  z3 

und  die  Cosinus  der  Winkel,  welche  der  Radius  vector  r mit  den 
positiven  Halbaxen  der  Coordinaten  bildet,  werden  dann: 

x y z 

— . — , . 

r r r 

Nehmen  wir  ferner  an,  dass  die  gegenseitige  Anziehung  und  Ab- 
stossung  zweier  Molekülen  nt  und  m proportional  mit  den  Mas- 
sen nt  und  m und  mit  eine  Function  des  Abstandes  r sei,  und 
folglich  ohne  Rücksicht  auf  die  Zeichen  durch 

ntmf  (r) 

ausgedrückt  werden  kann,  indem  f(r)  eine  positive  Grösse  bezeich- 
net, wenn  die  Molekülen  einander  anziehen,  eine  negative,  wenn 
sie  einander  abstossen. 

Es  sei  jetzt 


ei) 


das  Potenzial  der  Kraft  f (r),  so  werden  die  Projectionen  der  Kraft 
ntmf(r)  auf  die  Coordinataxen  ausgedrückt  durch: 

mmxf(r),  mmyf(r),  mmzf(r) 

und  die  Gleichungen  des  Gleichgewichts  der  Molekülen  werden 
augenscheinlich: 

(2) 

0 = S [mxf(r)  j, 

0 = S [rayf(r)], 

0 = S[mzf(r)], 

wo  das  Zeichen  S eine  Summe  ähnlicher  Glieder  bezeichnet,  die 
sich  auf  die  verschiedenen  Molekülen  m beziehen.  — 

Nehmen  wir  jetzt  an,  dass  die  Molekülen  in  Bewegung  ge- 
setzt werden.  Es  seien  nach  Verlauf  einer  Zeit  t...  4>  4?  die  Ver- 

schiebungen der  Moleküle  nt  längs  der  drei  Coordinataxen,  und 
4 4-  A4 , 'u  -j-  Au 5 4 -jr  A4  die,  welche  sich  auf  die  Moleküle  nt  be- 
ziehen , so  werden  am  Ende  der  Zeit  t: 
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* H- 4»  y + * + 4 

die  Coordinaten  der  Moleküle  nt,  und 

a; -j-x  + 4 + A4,  y + J + '^+A'u,  ® + z + 4 + A4 
die  der  Moleküle  m sein. 

Es  sei  in  demselben  Zeitpunkt: 

r + q 

der  Abstand  der  Molekülen  m und  m.  Die  Projectionen  des  Ab- 
standes r + q auf  die  drei  Coordinataxen  werden  gleich  sein  der 
Differenz  zwischen  den  Coordinaten  der  Molekülen  m und  m, 
also  gleich: 

x + A4*  y + A'u,  z -j“  A4, 
und  man  wird  folglich  haben: 

(r  + q)*  s=s  (x  -j-  A4)2  + (y  -f  A'u)2  *f  (z  + A4)2» 

Dies  vorausgesetzt,  um  aus  den  Gleichungen  (2)  des  Gleich* 
gewichts  die  der  Bewegung  herzuleiten,  ist  es  augenscheinlich  nur 
nöthig,  in  jenen  Formeln  links  vom  Gleichheitszeichen  statt  Null 
die  Differentialen 

dt24,  d*4 

zu  substituiren,  dann  im  zweiten  Gliede  statt  des  Abstandes  r und 
seiner  Projectionen  x,  y,  z,  den  Abstand  r + Q und  seine  Pro« 
jectionen  x -j-  A4»  y + A*u,  z + A4  hineinzusetzen.  Auf  diese  Weise 
erhält  man  die  folgenden  Gleichungen  der  Bewegung  eines  Systems 
von  Molekülen: 

(3) 

dt3  4 ss  S [m  (x  + A4)  f (r  + §)] , 
v ==  S [m  (y  -f  A^)  f (r  + §)] , 

4 — S [m  (z  4-  A4)  f (r  -f  §)]. 

j§.  2.  Gleichungen  des  Gleichgewichtes  und  der  Bewe- 
gung zweier  Systeme  von  Molekülen,  die  sich  gegen- 
seitig durchdringen*). 

Betrachten  wir  jetzt  zwei  Systeme  von  Molekülen,  die  in  dem- 
selben Theile  des  Baumes  coexistiren. 

Es  seien  im  ersten  Moment  und  im  Zustande  des  Gleichgewichts: 
x,  z die  Coordinaten  einer  Moleküle  nt  des  ersten  Systems  oder 
einer  Moleküle  nt'  des  zweiten  Systems, 
o:  + x,  y + y?  2+  z die  Coordinaten  einer  Moleküle  m des  ersten 
Systems  oder  einer  Moleküle  m'  des  zweiten  Systems, 


*)  Cauchy  Ex.  d’An  et  de  Ph,  Math.  Tomei,  pag. 33—37. 
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und  r der  Radius  vector,  welcher  von  m oder  nt'  zur  Moleküle  m 
oder  m'  gezogen  ist,  so  wird: 

r2  =x2+y2+z2, 

und  die  Cosinus  der  Winkel,  welche  dieser  Radius  vector  r mit 
den  Ilalbaxen  der  positiven  Coordinaten  bildet,  werden  dann  gleich: 


sein.  Nehmen  wir  ferner  an,  dass  die  gegenseitige  anziehende  oder 
abstossende  Kraft  der  zwei  Massen  m und  m oder  m'  und  m',  pro- 
portional sei  mit  diesen  Massen  und  mit  einer  Function  des  Abstan- 
des, und  folglich  ausgedrückt  werden  kann  durch 

ramf  (r) 

für  die  Molekülen  m und  m des  ersten  Systems,  durch 

für  die  Molekülen  m und  m',  unter  denen  die  eine  zum  ersten, 
die  andere  zum  zweiten  Systeme  gehört,  und  durch 

ra'm'f„(r) 

für  die  Molekülen  m'  und  m'  des  zweiten  Systems.  Die  Functio- 
nen f(r),  f,(r),  f„  (r)  werden  dann  als  positive  Grössen  angese- 
hen, wenn  die  Molekülen  einander  anziehen,  als  negative,  wenn 
sie  einander  abstossen.  Bildet  man  jetzt  die  Potenzialen  dieser 
Kräfte,  oder  macht  man: 


(4) 

so  werden  die  Projectionen  dieser  drei  Kräfte  auf  die  Coordinaten- 
axen  gleich  sein,  was  die  Kraft  mmf(r)  betrifft : 

nimxf(r),  tnmyf(r),  tnmzf(r), 
was  die  Kraft  mm'f,(r)  betrifft: 

mm'xf,(r),  nim'yf,  (r),  ram'zf,(r), 
und  was  die  Kraft  m'm'f,,^)  betrifft: 

m'm'xf„(r),  m'm'yf,,^),  m'm'zf,,^)' 

Die  Gleichungen  des  Gleichgewichts  der  Moleküle  m werden  dann  sein: 

(5) 


0 = S [raxf(r)  ] -J-  S [m'xf,(r)], 

0 = S [myf(r)]  + S [m'xf,(r)], 

0 — S [mzf  (r)]  + S [m'zf,(r)j,  t 
wo  das  Zeichen  S eine  Summe  ähnlicher  Glieder  bezeichnet,  die 
sich  auf  die  verschiedenen  Molekülen  m des  ersten  Systems  und 


92 


Allgemeine  Gesetze 

auf  die  verschiedenen  Molekülen  m/  des  zweiten  Systems  beziehen. 
Ebenso  werden  die  Gleichungen  des  Gleichgewichts  der  Moleküle  m'  : 

(6) 

0 = S [m7xf„(r)]  -f-  S [mxf,(r)], 

0 — S [ra7yf„(r)]  -f  S [ra  y f,  (r)] , 

0 = S [m7z  f„(r)]  + S[mzf,(r)], 

wo  das  Zeichen  S eine  Summe  ähnlicher  Glieder  bezeichnet,  die 
sich  auf  die  verschiedenen  Molekülen  m7  des  zweiten  und  m des 
ersten  Systems  beziehen. 

Nehmen  wir  jetzt  an,  dass  die  verschiedenen  Molekülen  m, 

m,  nt',  m7 sich  zu  bewegen  anfangen.  Es  seien  alsdann  am 

Ende  des  Zeitraums  t...  4,  v,  <4  die  Verschiebungen  der  Moleküle  tu 
und  4'»  'u7,  47  die  Verschiebungen  der  Moleküle  m7  parallel  den  drei 
Coordinataxen.  Es  seien  ferner  4 + A4>  'u  + A'u»  4 + A4  und  47+  A4'? 
'u/ + A'u'j  47  + A47  die  entsprechenden  Verschiebungen  der  Molekü- 
len m und  m7«.  Die  Coordinaten  der  Moleküle  m werden  dann 
am  Ende  des  Zeitraums  t sein: 

* + 4,  y + 3 + 4; 

die  der  Moleküle  tu7: 

x + 4'?  y + v\  s + 47  j 

die  der  Moleküle  m: 

* + x + 4 + A4,  y + y + u + Av,  * + z + 4 + A4, 
und  die  der  Moleküle  m7: 

x + x + 47  + A47?  y + y + ^ + A'u7;  % + z + 47  + A47- 
Es  sei  auch  nach  Verlauf  desselben  Zeitraums  r + q der  Abstand 
der  Molekülen  m,  m ; r + e,  der  Abstand  der  Molekülen  nt,  m7; 
r + ,Q  der  Abstand  der  Moleküle  nt7,  m,  und  r + q„  der  Abstand 
der  Molekülen  nt7,  m7.  Es  wird  dann: 

(7) 

(r  + Q)'8  = (x  + A4)2  + (y  + A^)2  + (z  + A4)i$ 

(r  + q,y 2 = (x  + 47-~ 4 + A47) 2 + (y  + ^7- « +A+) 1+(z  + 47-4  + A47)2, 
(r  + /Q)2=(x  + 4-47  + A4)a+(y  + 'u-'u7+A^)3  + (z  + 4-47  + A4)3, 
(r  + Qrr) 2 = (x  + A47) a + (y  + A^7)  + (z  + A47) a* 

Um  jetzt  aus  den  Gleichungen  des  Gleichgewichts  diejenigen 
der  Bewegung  herzuleiten,  ist  es  nur  nöthig,  in  jenen  Formeln 
statt  der  ersten  Theile  die  Differentialen  dt24,  dj+,  d24  und  d*47, 
dju7,  d*47  zu  substituiren  und  in  die  zweiten  Theile  statt  des  Ab* 
Standes  r und  seiner  Projectionen  x,  y,  z in  die  ersten  Glieder 
der  Gleichungen  (5)  r + q und  seine  Projectionen,  in  die  zweiten 
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Glieder  derselben  Gleichungen  r + Qr  und  seine  Projectionen,  in 
die  ersten  Glieder  der  Gleichungen  r 4-  q,,  und  seine  Projectionen, 
und  endlich  in  die  zweiten  Glieder  derselben  Gleichungen  r + 
und  seine  Projectionen.  Man  erhält  auf  diese  Weise  folgende  Glei- 
chungen der  Bewegung  zweier  Systeme  von  Molekülen: 

(8) 

dta4  = S [m  (x  4- A4) f (r g)]  + S [m/(x+  4'-“  4 + A4')  f,(r  + §,)], 
dt2aj=  S [m(y-j-A^)f(r+  q)]  + S [in' (y-J-'u/  — 'u -fA^OhCr + §,)], 
dt34  = S[m(z  + A4)f(r  + e)]  + S [m'(z+  + f,(r4-q,)], 

dt24/  = SK(x  + A40f/,(r  + e/0]  4-S[m(x  + 4-4'4-A4)f,(r  + ,e>], 
dao/  = S [m'(y  + A'u')f/,(r  + ^/)]  + S [m(y  4-tj— •u^A'ujf/O  + /§)]» 
d ta4'  = S[m/(z4-A49h/(r  + ^)]  + S [m(z+4— 4' 4-  A4)  f,  (r  4- >q)k 

§.  3.  Gleichungen  der  unendlich  kleinen  Bewegungen 
eines  Systems  von  Molekülen*). 

Betrachten  wir  jetzt  in  einem  gegebenen  Systeme  von  Mole- 
külen eine  schwingende  Bewegung,  zufolge  welcher  jede  Moleküle 
sich  sehr  wenig  von  ihrer  anfänglichen  Stellung  entfernt»  Die  Ver- 
schiebungen 4,  'u,  4,  A4*  A^j  A4  können  alsdann  als  unendlich  kleine 
Grössen  erster  Ordnung  betrachtet  werden,  deren  höhere  Potenzen 
man  vernachlässigen  kann.  Man  erhält  dann: 

(9) 

xA|  -f  yA-u  -f-  zA£ 

, — r 5 

(10) 

f 0 4-  q)  = f(r)  + qdrf(r), 

und  die  Gleichungen  (3)  werden  dann  übergehen  in: 

(11) 

dt2  4 = S[mffr)A4]  + S[mdrf(r)xe], 
dt3r»  ss  S [raf (r)A'uj  4-  S [mdrf(r)yQ], 
d*4  = S[mf(r)A4]  4-  s [mdrf(r)zQ], 

oder,  wenn  man  der  Kürze  wegen  durch  L,  M,  N,  P,  Q,  R fol- 
gende characteristische  Functionen  bezeichnet: 

(12) 

L = S jm(f  (r)  4-  y drf  (r))  A j > 

M = S j m ( f (r)  4-  4-  f (0)  A j > , 


*)  Cauchy  Ex,  d’An  et  de  Pb.  Math.  Tomei.  pag.  3 — 6, 
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N — S j tn (f  (r)  + f(r))  A j, 

P = S j m — dr  f (r)  A j , 

Q — S { m ~ dp  f (r)  A J , 

R = S jm^dPf(r)Aj, 
in  die  folgenden  Gleichungen: 

(13) 

d?4  = 14  + Ru  + Q4, 

dt2u  = R4  + 

dt24  = Q4  + Pu  4-  NS, 

welche  Gleichungen  auch  auf  folgende  Weise  geschrieben 
den  können: 


wer- 


(14) 

(L  — d2)4  4~  P'u  4"  Q4  — P? 

R4  4-  (M  — d^-u  + PS  = 0, 

Q4  + Po4+(N-d2)4  = 0. 

Um  diesen  Gleichungen  die  Form  linearer  Gleichungen  par- 
tieller Differentiale  zu  geben,  braucht  man  nur  die  endlichen  Dif- 
ferenzen der  Hauptvariabein  4?  u,  S in  Reihen  nach  ihren  derivir- 
ten  Functionen  verschiedener  Ordnung  zu  entwickeln,  oder 

(15) 

x^4-ydy4-zd  i 

A = e — 1 *) 

zu  setzen.  Die  Coefficienten  der  derivirten  Functionen  der  abso- 
lut Variabein  werden  dann  Summen  der  Form: 

S [mxnyn'zn"f  (r)J,  S [mxnyn'zn"drf  (r)], 
wo  n,  n',  n"  ganze  Zahlen  bezeichnen. 

Nimmt  man  jetzt  an,  die  Constitution  des  gegebenen  Systems 
von  Molekülen  sei  überall  dieselbe,  so  werden  diese  Summen  sich 
auf  constante  Grössen  reduciren,  d.  h.  unabhängig  von  r*!en  Coor- 
dinaten  x,  y,  % der  Moleküle  m sein.  Die  Gleichungen  14  kön- 
nen folglich  als  lineare  Gleichungen  partieller  Differentiale  mit 
constanten  Coefficienten  zwischen  den  Hauptvariabein  4,  4 und 

den  Absolutvariabein  x,  y , z,  t betrachtet  werden. 


*)  Man  hat  hei  einer  Variabel  in  Folge  des  Tay lor sehen  Theorems: 

xd  X(*.r 

F (x  -J-  x)  = e F (a?)  = F ( x ) ~f  AF  (x),  folglich  A = e — und 

ebenso  bei  mehreren  Variabein. 
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§.  4.  Gleichungen  der  unendlich  kleinen  Bewegungen 
zweier  Systeme  von  Molekülen,  die  sich  gegenseitig 

durchdringen  *). 

Betrachtet  man  wie  im  vorigen  Paragraph  nur  die  unendlich 
kleinen  Bewegungen,  so  kann  man  die  Hauptvariabein  4»^»  4,  4',  u',  4', 
so  wie  ihre  Differenzen  A4,  Au,  A4,  A4',  A^',  A4'  als  unendlich  kleine 
Grössen  erster  Ordnung  ansehen,  deren  Quadrate  und  höhere  Po- 
tenzen man  vernachlässigen  kann.  Die  Grössen  q,  q,,  ,q , q„  wer- 
den folglich  auch  Grössen  derselben  Ordnung,  und  man  hat  dann: 

(16) 

xA4  4 yAu  4 

T * 

x (4'  — 4 4 A4')  4 y (4  — v 4 Aij/)  4 z (4' — ~ 4 4 A4') 

— r 

x (4  — 4'  + A4)  4-  y (v  — v*  4 A4  4 z (4  — 4'  4 A4) 

,§  _ — - > 

xAc/  + yA-u'  4 zA4' 

?//  _ — - i 

ferner  in  Folge  des  Taylor’schen  Theorems,  wenn  man  die  hö- 
heren Potenzen  von  q , qn  ,q}  q,r  vernachlässigt: 

(17) 

f(r 4 q)  = f (0  4?M(r)> 

f (r  4 q,)  = f (r)  4 q,  dr  1 (r) , etc. 

Substituirt  man  diese  Werthe  in  den  Gleichungen  (8)  und  be» 
riicksichtigt  die  Formeln  5 und  6,  so  erhält  man: 

(18) 

dtJ4  = S[mf(r)A4]4S[mdrf(r)xQ]4S[m/f/(r)(4/— 44A4')]4S[m/V(r)x^b 

dt3'u=S[mf(r)A'ul4S[radrf(r)yQ]4S[in/f,(r)(r»/— u4A4)]4S[m/drf/(r)jQ/]J 

dt24  = S[mf(r)A4J  4 S[radrf(r)zQ]  4S[m'f,(r)  (4'— 4 4 A4')]  4 Sfm'd/,  (r)z  q/], 

d?4'  = S[m'f„(r)A4']  4 S [m'  drf„  (r)  xe„]  4 S [mf,  (r)  (4-4' 4 A4)]  4 

S [tndrf,(r)  x,q], 

= S[m'f„(r)A4]  4 S 4 S Ina f, (r) (v  — u' 4 Au)] 4 

7 S[mdrf,(r)y,Qj, 

= S[m'f„(r)A^j  4S[m'drUr)ze„]  4 S [mf,(r)(4- 4' 4 A4)]  4 

S[mdrf,(r)z,Q], 

oder  wenn  man  der  Kürze  wegen  durch  L,  M...,  L,,  M/?... 


*)  Cauchy  Ex,  d’An  et  de  Pb.  Math.  Tome!,  pag.  36 — 42. 
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M„  . . . . folgende  characteristischen  Functionen 

bezeichnet: 


(19) 

L = S j m (f (r)  + ydrf(r))ij  - S |m'(f,(r)  + £d,f,(o)|, 

M = S jm(f (r)  + i!jrf(r))Aj  - S |m'(f,(r)  + ^drf,(r))j, 

N = S jm(f(r)  + ~dtf(r)^)AJ  — S jm'(f;(r)  + 


P = S im7dtf(r)Aj  — S jm'^-drf,(r)J, 
Q = S j m ~d,f (r) A j - S {m'^drf,(r)J, 
R = S jm2drf(r)AJ  -S  {m'2drf,(r)jt 

L,  = S j m'(f,(r)  + ~ drf,(r))  (I  + A)  j , 

M,  = S jm'(f,(r)  4 7 dr  f,(r)^)  (1  + A)  J , 

«/  = S j m' (f, (r)  + 7drf,«)(l  + A)|, 

P,  = S |m'^-drf,(r)  (1  + A)  j , 

Q,  = § j m'  ” dr  f,  (r)  (1  + A)j, 


R,  = S |m'Sdrf,(r)  (1  + A)J, 

»L  = S | m Q,  (r)  +i-dtf,(r))  (1  + A)|, 
,M  =s  S | m (j,  (r)  4-  7 dt  f,  (r)^)  (1  4 A)  j , 
,N  = S | m (f, (r)  4 jdtf,(r))  (1  4 A)  j, 


1 


,P  = S jm^drf,(r)  (14  A)J , 

:,q  = S | m ~ drf,  (r)  (1  4 A)  | , 

,R  = S jm2drf,(r)  (1  + A)j, 

b„  = S j m' (f„ (r)  4 7 drf«(r))  A | - S jm(f,(r)  4 ^drf,(r))|, 

M„  = S jro'(j„(r)  4 -7  dTf„(r)  ) -A  ( — S jm(f,(r)  4 * dff,(r))j. 

N„  = S ; in' ( f„ I r)  4 y df f.,(i)  ) A j — S jm(o(r)  4 7 drf,(r))j. 
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P„  = S jm'Sdrf„(r)Aj  - S jm  ^drf,(r)j, 

Q»  = S j m'  ™ drf„  m j - S j m 2 d,f,(r)  | , 

R„  = S | m'  ^ drf„(r)ij  - S j m S drf,(r)  j , 

folgende  cbaracteristische  Gleichungen: 

(20) 

d24  = 14  ~h  R'u  -J-  4“  Q/47» 

d*v  = R4  + P4  + R,4'  -f  M/O*'  + P,4', 

W = QZ,  + Vv  + N4  + Q,4'  + P,*'  + N,4', 

dt34'  = ,14  -f.  ,Rtj  -f-  ,Q4  + L//4/  + H//'L,/  +Q/^/? 
dt2x>'=  ,R4  •+*  /Hl'u  + ,P4  + R//4y  + M//aj/  + P//4y» 
dt24'  = ,Q4  + ,Vv  + ,N4  + Q„4'  + P"*u'  +N„4', 

welche  Gleichungen  auch  auf  folgende  Weise  geschrieben  wer- 
den können: 

(21) 

(L  - d(  )4  + Ku  + Q4  + L,4'  + R,i>'  + Q,4'  = 0, 

R4  “1“  (M  — d2)u  -j~  P 4 -J-  R,4'  -f-  -j-  P(f4/  ==:  0, 

Q4  + Pu  + (N  - d2)  4 + Q,4'  + PX  + N,4'  = 0, 

/L4  + ,R^  + ,QS  + (L„-d*)4'  + R,y+  Q,£'  = 0, 

?R4  -j- /Mv  -j-,P4  H-R,^  ■+■  (^//“d3)u  + P/,4/  = 0, 

,Q4  + /P'u  +/  N4  + Qr/i'  H-P//^  + (N„ — dt2)4y  = 0. 

Entwickelt  man  jetzt  in  diesen  Gleichungen  die  endlichen  Dif- 
ferenzen der  Hauptvariabein  4,  4,  44  *o',  4'  in  Reihen,  die  nach 

ihren  derivirten  Functionen  verschiedener  Ordnung  entwickelt  sind, 
oder  setzt  man: 

(15) 

+ y«3«  + zdz 

A =s  e — 1, 

so  werden  die  obenstehenden  Gleichungen  die  Form  linearer  par- 
tieller Differentialgleichungen  bekommen.  Die  Coefficienten  der 
derivirten  Functionen  der  Absolut- Variabein  werden  dann  Sum- 
men der  Form: 

(22) 

S[mxByn'zn"i(r)],  , S (mxnyn/zn"dp  f (r)  ] , S [m'  xn  yn'  zn"  f,  (r)], 

S [ m'  xn  ya'  z11"  dp  f,  (r)  ] , 

S [m'  xn  yn'zn"  f„  (r)],  S [m'  xn  yn'  zn"dy  f„  (r)]f  S [m  xn  yn'  za"t , (r)], 

S [ m xn  yn'  zn"  dr  f,  (r)  ]. 


V. 
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Nimmt  man  jetzt  an,  die  Constitution  des  zweiten  Systems 


von  Molekülen  sei  überall  dieselbe,  so  werden  die  vier  mittleren 


Summen,  die  in  den  Coefficienten  der  drei  letzten  der  Gleichun- 
gen 21  verkommen,  unabhängig  von  den  Coordinaten  x,  y,  z der 
Moleküle  m',  folglich  constante  Grössen  sein.  Dies  wird  immer 
der  Fall  sein,  wenn  das  zweite  System  ein  homogener  Körper  ist. 
Sind  dagegen,  wie  man  in  der  Lichttheorie  annimmt,  die  Molekülen 
des  ersten  Systems,  welches  wir  Aether  nennen,  viel  näher  an  ein- 
ander gereiht,  als  in  dem  zweiten  Systeme,  so  werden  die  zwei 
ersten  und  zwei  letzten  der  Summen  (22)  periodisch  werden  und 
dieselben  Wed  he  periodisch  wiederbekommen,  wenn  jede  der  drei 
Coordinaten  xt  y,  & in  arithmetischer  Progression  wächst  oder  ab- 
nimmt, und  die  Exponenten  dieser  Progression  werden  immer  sehr 
klein  in  Bezug  auf  die  numerischen  Werthe  der  Coordinaten  a*,  y,  * 
sein.  Nun  ist  aber  aus  der  Theorie  der  Differentialgleichungen  be- 
wiesen0), dass,  wenn  in  einem  System  von  linearen  Differential- 
gleichungen zwischen  mehreren  Hauptvariabein  die  Coefficienten 
dieser  Variabein  und  ihrer  differentialen  Functionen  andere  Va- 
riabein ar,  ?/,  % sind,  welche  periodisch  dieselben  Werthe  erhalten, 
wenn  man  jede  der  unabhängigen  Variabein  in  einer  arithmetischen 
Progression  wachsen  oder  abnehmen  lässt,  z.  B.  wenn  man  x um 
ein  Multiplum  von  a,  y um  ein  Multiplum  von  b,  und  % um  ein 
Multiplum  von  c variiren  lässt,  und  diese  Exponenten  der  Pro- 
gressionen a,  b,  c sehr  klein  in  Bezug  auf  die  numerischen  Werthe 
von  .r,  y , % sind,  alsdann  werden  die  diesen  Gleichungen  ent- 
sprechenden Werthe  der  Hauptvariabcln  mit  denen  zusammenfallen, 
welche  man  erhalten  wird,  wenn  man  in  den  gegebenen  Differen- 
tialgleichungen jeden  periodischen  Coefficienten  R durch  seinen 


mittleren  Werth 


ersetzt. 


0 


0 


0 


Statt  der  Coefficienten  L,  M,...  L„,  kann  man  folg- 


lich ihre  mittleren  Werthe  setzen,  und  alsdann  die  Gleichungen  21 
als  lineäre  partielle  Differentialgleichungen  mit  constanten  CoeffF 
cienten  ansehen.  — 


*)  Cauchy,  Recueil  de  memoires  sur  divers  points  de  Physique- 
Mathematique  pag,  99. 
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§.  5.  Integration  der  Differentialgleichungen  der  un- 
endlich kleinen  Bewegungen  eines  oder  zweier 
Systeme  von  Molekülen* *). 

Zur  Integration  der  partiellen  Differentialgleichungen  (14  und  21) 
benutzt  man  folgende  Sätze  der  Lehre  der  Differentialgleichungen**), 
Es  seien  gegeben  zwischen  mehreren  Hauptvariabein  4,  v, 
und  die  unabhängigen  Variabein  x,  y , z9  t mehrerer  lineären  Dif- 
ferententialgleichungen  mit  partiellen  Differentialen  und  constanten 
Coefficienten,  deren  Anzahl  gleich  sei  der  der  Hauptvariabein,  und 
so,  dass  kein  Glied  vorkommt,  welches  die  Hauptvariabein  oder 
ihre  Differentialen  nicht  enthält.  Es  sei  ferner  die  Ordnung  der  in 
Bezug  auf  t derivirten  Functionen  der  Haupt variabeln  gleich  n' 
für  4?  n"  für  u,  n'"  für  4 u.  s.  w.,  und  die  Coefficienten  von  d“'4> 
df-o,  unabhängig  von  den  Characteristiken  d^,  d^,  da. 

Setzen  wir: 

n = n/  + n/;  -f»  nw  + . . . . 

und  nehmen  wir  an,  die  Hauptvariabein  4»  4 ...♦••  verificiren 

nicht  nur  für  jeden  Werth  von  t die  gegebenen  Gleichun§en?  s°n~ 
dern  auch  für  t = 0 die  Bedingungsgleichungen: 

(23) 

4 = cp  (x,  y,  z)  dt4  = 9,  (ar,  y,  x) > ...  d"'"“1 4 = g>n/_i  (*>  Vs  0 > 

u = % (x,  y,  z) ; dtu  ss  %,  (x,  y,  z)  ,* d*"“1^  ^ s)  > 

% ss  op  (xj  yf  z') , dt4  = (a*,  y,  ä)  j » dj  "4  > 


Es  sei  ferner  V — 0 die  characteristische  Determinante  der 
gegebenen  Differentialgleichungen,  d.  i.  die  characteristische  Glei- 
chung, welche  man  erhält  durch  die  Elimination  von  4,  4 • • ♦ * 

indem  man  d^,  d . ds,  d als  Coefficienten  behandelt,  und  wir 
wollen  annehmen,  dass  dieser  Gleichung  y — ö eine  solche  Form 
gegeben  werde,  dass  der  Coefficient  des  dn  die  Einheit  sei. 

Es  sei  jetzt  w eine  Function,  welche  für  jeden  Werth  von  t 
der  Differentialgleichung  nter  Ordnung: 

(24) 

yw  sss  0 

genügt,  und  für  t = Ü die  Bedingungsgleichungen: 

• , ‘ 4 

\ I,  • .•  , w 

*)  Cauchy  Ex.  d’An  et  de  Pli.  Math«  Tomei.  p.  94— lOl 

**)  Idem  p.  87. 

7* 
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(25) 

w = 0,  dtw  ss=  0 d“  — 1 w — w (x,  y,  z), 

so  wird  diese  Function  w die  zur  characteristischen  Determinante 
V = 0 gehörige  principale  Function  genannt;  es  seien  ferner: 

SP  » SP/»  SP// SPn' — 1» 

X i X/ » X//  Xn//„  1 5 

5 ^Z  5 ^//  • • • ‘ ■ ^ri ///. 1 » 


die  Functionen,  in  welche  w übergeht,  wenn  man  statt  w (x^yy) 
successive  die  Anfangsfunctionen: 

sp  (xt  y>  *)?  sp/C^y»*)» spn' 

x (*>  y>  *)>  x,  (*>  y>  *), xn//_i  (*,  y,  *), 

^ (*»  ^/(^»y?  *)>  ^"'—i  (*»  y>  *)» 


einsetzt.  — - 

Um  jetzt  den  gegebenen  Differentialgleichungen  genug  zu  thun, 
so  dass  alle  die  Bedingungen  (23)  erfüllt  werden,  braucht  man  nur 
die  derivirten  Functionen: 

«M>  da4, d“4, 

3ty,  da<u, 

dt4,  d**, 


durch  die 

Differenzen : 

M- 

-VSPj 

da4  — V (sP/  + dtcp) ; 

— V (gv-i+  dtSPn/_2+  ♦ • 

d,/ö 

— VX> 

dt3TJ  — V (X/  4*  dtx) ; 

dt''v  — V (xn//_  1 4-  dt%n//_2  4-  . . 

<3t4 

— v^; 

4 — V (^,  + de^)  5 

^ v (aKi/// — 1 + 2 + 2'li’/  “f”  Ia^)  5 


zu  ersetzen,  dann  die  neuen  Gleichungen  in  Bezug  auf  4,  4-.» 

aufzulösen,  als  wären  die  Characteristiken  d , d . d , d*  wirk« 

1 x"y'z~  t 

liehe  Grössen.  — 

Wenden  wir  diesen  Satz  auf  die  Gleichungen  (14)  an.  so 
wird  hier  die  characteristische  Determinante: 
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(26) 

A = (d’ — L)  (<!’  —BI)  (d  t2  — N) — P 2 (d  J — L) 

Nimmt  man  jetzt  an,  dass  für  t = 0: 

(27) 


Q2(«3t  — M) — R3(dt2-N)- 
— 2PQR  = 0» 


4 = 9 (tr, y,  z) ; ^ y,  s) ; 4 = ^ ( x , y,  z) ; 

dt4  = ®(x,y,z);  dtx>  = X(x,  y,  ä);  dt4  = W{x,y,z)i 

so  dass  folglich  die  drei  ersten  Grössen  die  Anfangswerthe  der  Ver~ 
Schiebungen  und  die  drei  letzten  die  der  Geschwindigkeiten  be- 
zeichnen ; und  bezeichnet  man  durch: 

9»  Xt 

X,  tEr, 

dieWerthe  von  w,  welche  herauskommen,  wenn  man  ßtatt  w (#  y,&) 
successive  die  Functionen  27  einsetzt,  so  werden  4,  u,  4 bestimmt 
werden  durch  die  Gleichungen: 

(28) 

(L  — df)4  -f  Ru+  Q4  = — v(®  + dtcp), 

R4  -j-  (M  *—  dj)u  -f-  P4  = — V (x  -j-  dt%), 

Q4  + P'U  + (N  - dt2)4  = - v(tEr  + d^), 
wenn  man  diese  Gleichungen  in  Bezug  auf  4?  *u,  £ auflöst,  und  die 
Characteristiken  d . d , d . d,  als  wirkliche  Grössen  betrachtet. 
Setzt  man  folglich: 

(29) 

L = (da-M)  (dta  — N)  — P1, 

M=  W-L)  (d’-N)-Q’, 

N -----  (da  - L)  (da  - BI)  - RJ, 

P = P (dt2  — L)  — QR, 
d = Q(df  — BI)  — PR, 

R = R(d»-N)-PQ, 

so  werden  die  allgemeinen  Integrale  der  Gleichungen  (14)  sein: 

(30) 

4 = L (®  -f-  dj/j  ) -}-  R (X  -{-  zi  + Q ( 'tr  -j-  dt4’)* 
o>  = Ä(®  + d<cp)  + JM(X  + d,x)  + P (/-Ir  + d,^), 

4 = Q(®  + dt<j>)  + P(X  + dtJC)  + N(V  + d^).  - 

lutegriren  wir  jetzt  die  Gleichungen  (21).  Ihre  characteristi- 
sehe  Determinante  ist: 

(31) 

V = (da  -L)  (dj— M)(df  — N)  (da  — L„)(dt!— BI„)  (d*-JN„)-....  =0. 


102 


Allgemeine  Gesetze 


Nimmt  man  jetzt  an,  dass  für  t — 0: 

(32) 

4 = SP  (*>*/>*);  ^ = % (*,  y*  *) t 4 = ^ (er,  y,  ä), 

dt4  = ® (*>y.a)  5 = xO>y>Ä)>  dt4  = tET  (*,y,A 

4'  = 9>'0*w>*)5  'lj/  = %'  (*9  y, *) ,*  4'  = (*,y,  z), 

dt 4'  — &(x,y,z);  d^'  = X'  (er,  y, a) ; dt4'  = t?'  (er,  y,  z), 

und  bezeichnet  man  durch: 

SP>  9*>  %'» 

^ X,  tEr,  ®',  X',  t \f\ 

die  entsprechenden  Werthe  der  principalen  Function  w,  so  wird 
man  die  den  Gleichungen  (21)  und  (32)  entsprechenden  Werthe 
der  Hauptvariabein  bekommen,  wenn  man  die  folgenden  Gleichun- 
gen in  Bezug  auf  4»  4,  4',  'u'»  4'  auflöst,  als  wären  die  Characte- 

ristiken  dx?  d^?  ds?  dt  wirkliche  Grössen,  nämlich  die  Gleichungen: 

(33) 

(L  — d^)4  4~  Ru  -j~  Qi  4"  R/4/  4~  R,u'  4-  Q£‘  — <7  (®  4~  dtgp), 

R4  4-  (M  — dt2)u  4-  Pi  4- R,4'  4- M,u'  4-  P,4'  = -7(X  + a,js), 
Q44-Pu4-(N-dfK4-Q,4'4-P,u'4-N,4'  = _ v (flr  4-  dt4>), 

,L4  4-  »Ru  + iQi  + (Io, — d{2  )4'  4-  R„u'  4-  Q„i‘  = — V (*'  4-  dtg>'), 
,R4  4-  ,Mu  4-  ,Vi  4-  R„4'  4-  (M„  - d2K  4-  P„  i‘  = - V (x'  4-  dt%% 
,<24  4-  ,P«  + ,N4  4-  Q,A'  4-  P„v'  4-  (N„ - d*)  4'  = - V («"  4-  W- 
Setzt  man  folglich: 

(34) 

h ~ — (dt2  - M)  (d2  — N)  (d2  — L„)  (d2  - M„)  (d*  - N„)  4- . . . . 

itt  = — (d2  — L)  (d2  — N)  (d2  — L„)  (d2  — Bl/,)  (dt2  - N„)  4-.... 

N = — (d2  - L)  (d2  - Bl)  (dt2  - L„)  (d2  - M„)  (dt2  - N„)  +..., 

l„  = - (d2  - L)  (d2  - Bl)  (d2  - N)  (d2  - M„)  (d2  - N„)  4- . . . . 

M„  = - (df  - L)  (d?  - Bl)  (d2  - N)  (d2  - L„)  (d*  - N„)  4-  • . ■ . 

N„  = - (d>  - L)  (d2  - Bl)  (d2  - N)  (d  J - L„)  (d2  - M„)  4-  • • • • 

£,  = 4-  L,  (d2  - M)  (d 2 - N)  (d2  - M„)  (d2  - N„)  - . . . . 

M,  = 4-  M,  (dt2  - L)  (dt2  - N)  (d2  - L„)  (d 2 - N„)  - . . • • 

IV,  = 4-  N,  (4?  — L)  (d,2  — Bl)  (d 2 — L„)  (dt2  — BI„)  — 

,£  = 4-  ,L  (d2  - Bl)  (d*  - N)  (dt2  - M„)  (d l - N„)  - . . . . 

,m  = + ,B1  (d2  - L)  (d2  - N)  (d»  - L„)  (d,2  - N„) 

,N  = 4-  ,N  (d2  - L)  (d2  - BI)  (d2  - L„)  (d2  - BI„) 

P = 4-  P (dt2  - L)  (d2  - L„)  (d2  - Bl„)  (d2  - N„)  - . . . . 

Q = 4-  Q (d,1  - Bl)  (d2  - L„)  (d2  - M„)  (dt2  - N„)  - . . • . 

K = 4-  R (dt2  - N)  (d2  - L„)  (dt2  - M„)  (d2  - N„)  - . . . . 

P,  = 4-  P,  (d?  - L)  (d?  - N)  (d,2  - L„)  (d2  - BI,,)  - . . . 
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Ö,  = + Q,  (d?  - M)  (d>  - N)  (d2  - L„)  (df  - M„)  - . . . . 

ß,  = + R,  (d2  - M)  (d*  - N)  (d2  - L„)  (d>  — H„) 

,P  = + ,P  (df  - L)  (d’  - M)  (d*  - L„)  (d*  - N„)  - . . . . 

,«  = + ,Q  (d2  - L)  (d2  - M)  (d2  - M„)  (d2  - N„)  - . . . • 

,ß  = + ,R  (d2  - L)  (d2  - N)  (d 2 - M„)  (d2  — N„)  - . . . . 

P„  = + P„  (d t - L)  (d2  - M)  (d 2 - N)  (d2  - L„)  - . . . . 

d„  = + Q„  (d 2 - L)  (d 2 - Bl)  (d 2 - SN)  (d,2  - M„) 

R„  = + R„  (d2  - L)  (d2  - M)  (d2  — N)  (d 2 - N„)  - . . . . 
wo  die  sechs  ersten  Grössen  characteristische  Functionen  zehnten 
Grades  und  die  übrigen  achten  Grades  in  Bezug  auf  dt  sind,  so 
erhält  man: 

(35) 

4 = L ($  +dt5>)  + R (X  -fdt%)  + Q ("©■  + dta^)  + 

+ Z,  («' 4“  9>')  + R,  (X'  + dt  %•)  + Q,(^+  dt4'), 

i,  = K ( V +dty)  + 31  (X  + dt  %)  + P(^  + dt4)  + 

+ Ä/C^+dtSPO  + M,(X'+  dt56#)  + V,  (^#+dt^0, 

4 = Q (®  + dtg>)  + P(X  + dt%)  + JV(W  +dtip)  + 

+ Q,(®'+dtg>0  + P,  (X'  + dt  %')  + iV,(^+dt4'), 

4'  = ,L  (<£  -}-  dty)  4.  ,ß  (X  + dt%)  + ,<l  (^r  + dt4)  -f 

+ Z„(*' 4- dt  g>')  + ß„(X'+dt%')  + Q,X^'+dto[,'), 

<u' =,ß(<£  +dt9)  + ,M(X+  dt5C)  + ,P  +dtap)  + 

4*  Rn(Q‘  4~  dt  g>')  -f“  4*  dt  %0  4"  P//C®7  4"  dt'ipOj 

4,  =,0(«  4-dt9)  + ;P(X  + dt5G)  + /AT(^+dt4)  4“ 

+ o„(s>'+dtT')  + p„(x'+dt*0  +iv„(^  + dt4/). 

§.  6.  Von  der  principalen  Function  w*). 

Wie  wir  eben  gesehen  haben,  hängen  die  allgemeinen  Inte- 
gralen der  Differentialgleichungen  (14)  und  (21)  allein  von  der 
Bestimmung  einer  Function  w ab,  die  wir  die  principale  Function 
genannt  haben.  Diese  Function  soll  für  jeden  Werth  von  t die 
Differentialgleichung : 

(24) 

Vw  = F (dr , dy,  dz,  dt)w  = 0 
verificiren,  und  für  t — 0 die  Gleichungen: 

(25) 

w = 0,  dt  w = 0, ......  d“  = w (x,y,z) 

*)  Cauchy  Ex.  d’An  et  de  Ph.  Math.  Tome  I,  pag.  76  — 94,  195-= 
208  u.  411.  Compte  rendu  Tome  13.  pag.  40 — 46,  97 — 109,  109—124; 
Tome  14,  pag.  2 — 8. 
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wo  n die  Anzahl  der  Hauptvariabein  bezeichnet,  folglich  für  die 
Gleichungen  (14)  n = 3 und  für  die  Gleichungen  (21)  n = 6.  — 

Es  sei  jetzt  f (j'  ^ ^ eine  Function  der  6 Variabein  x,  z, 

\ welche  folgender  Gleichung  Genüge  leistet: 

(36) 


-j-c© 


w 


<x’  »>  =fff f (*)  % 0 w ^ o dx  du  Av 


■CO 


wo  w (#,*/,«)  eine  willkührliche  Function  bezeichnet.  Bezeichnen 
wir  jetzt  durch  eine  Function,  welche  für  jeden  Werth  von  t 
der  Gleichung: 

(37) 

= F(d„  dy,  d,)^  = 0 

und  für  t = 0 den  Gleichungen : 

(38) 

> = o,at>  = o,...  a?-1^  = f (££;*), 

Genüge  leistet,  so  wird  folglich: 

(39) 

— j—  CO 

w = JfJ  ^ w (V  Sh  v ) d/x  d^. 


■co 


Diese  Function  würde  nämlich  in  Folge  der  Bedingung  (37) 
der  Gleichung  (24)  und  in  Folge  der  Bedingungen  (38)  den  Glei- 
chungen (25)  Genüge  leisten.  Wenn  man  also  für  eine  besondere 

Function  if*'  y’  welche  die  Bedingung  (36)  erfüllte,  die  prin- 

V 'S  Sl)  v J 

cipale  Function  > kennete,  so  würde  man  durch  die  Formel  (38) 
die  jeder  andern  Function  w entsprechende  principale  Function 

sogleich  finden. 

Man  hat  verschiedene  Formen  der  Function  Die 


einfachste  unter  diesen  ist: 


(40) 

-{-CO 


U (sc  — X)  -j-  V (y  — ,u)  -{-  w(a  — v) 


f(w)“  (2*l/=I ySSS*  dudvdw 


■co 


Man  hat  nämlich  für  eine  beliebige  Function  w (a:,  z)  immer 
die  Formel: 


der  Wellenbewegung. 
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-J-QO 


W 


— ^)-j-v(y — ,a)-f-w(z — v) 


(x’ * *> = -^sssssß  * 


CO 


OJ 


, dAd,<xdrdudvdw*)‘ 


Um  die  zu  diesem  Werthe  der  Function  f(x/ ’ Jul  v)  gehörige  prin- 

cipale  Function  ^ zu  finden,  bemerkt  man,  dass  man  im  Allge- 
meinen der  Gleichung  (37)  Genüge  leistet,  wenn  man  setzt: 

(42) 


. _ aux  + vy  + wz  + st  /u.v,  w\ 

wo  q(u,v,w)  eine  beliebige  Function  von  u,  v,  w bezeichnet,  und 
s eine  Wurzel  der  Gleichung: 

(43) 

S = F (u,  v,  w,  s)  = 0 

bezeichnet,  welche  man  erhält,  wenn  man  in  der  characteristischen 
Determinante  v = 0,  statt  dr,  d?/ , da,  dt  die  Grössen  u,v,w,s  setzt. 
Man  erhält  nämlich  dann: 


= Se 


ux  -j-  vy  -j-  wz  -j-  st 


( u,  V,  w\ 
\\  V/' 


folglich  gleich  Null.  Sollte  die  Gleichung  43  mehrere  gleiche  Wur- 
zeln haben,  so  dass:  S = (s  — Sj)ki  (s  — s2)k2  ....  (s— -sr)kr,  so 
würde  man  nicht  allein  den  Werth  (42),  sondern  auch  den  fol- 
genden annehmen  können: 


*)  Cauchy  Ex.  d’An  et  Ph.  Math.  pag.  77-  Diese  Formel  wird  aus 

der  folgenden  Fourier’schen  hergeleitet: 

-4—  co  ■ ■ — 

1 /*  — A)  \/ • — 1 

f(x)  = 2 ~xjj*  f (>.)  du  d>v , 


CO 


und  diese  letztere  Formel  wiederum  hergeleitet  aus  der  folgenden: 

-f—  CO 

f«  = hff™  cos  [u  (x  — A)|  d u d Xi , 


— - CO 


(Fourier,  theorie  de  la  chaleur,  pag.  525),  indem  man  bemerkt,  dass 

-}-  QD 

jfsinju(x — A)  I du  = 0. 


CO 


V. 


8 
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ja  u*  + vy  -J-  w*  + st 

> = de  e 


p (*>  v>  w\ 

^ V^?  vy  ’ 

wo  s eine  der  Wurzeln  s19  s2  . . . sr  z.  B.  sv  bezeichnet,  und  a 


jede  beliebige  ganze  Zahl,  welche  kleiner  als  k ist,  bezeichnen 
kann.  Man  hat  nämlich  alsdann  für  s = 8 : 

S = 0,  dsS  = 05  d*S  = 0.  . . . dJr^S  — 0. 

Statt  dieser  verschiedenen,  durch  die  Gleichungen  (42)  und  (44) 
gegebenen  Werthe  von  kann  man  auch  die  Summe  aller  dieser 
Ausdrücke,  jede  durch  eine  beliebige,  von  x.  y , t unabhängige 
Grösse  multiplicirt  oder  dividirt,  setzen,  und  man  erhält  folglich 
allgemeiner; 

(45) 

ux  -j-  vy  4"  4*  st 

^ = £ * rrdvT 

V>»  Pt  VJ  ' 


[(S)]. 


oder  noch  allgemeiner,  wenn  man  successive  u,  v,  w alle  Werthe n 
zwischen  — oo  und  + oo  giebt,  und  die  entsprechenden  Werthe 
von  ^ addirt: 

(46) 


+ 00 


-SSft 


u#  -f-  xy  -J-  wz  4*  st 


[(S)J. 


Q v’ w ^ du  dv  dw. 

" VA  Pi  vJ 


00 


Differentiirt  man  diese  Gleichung  in  Bezug  auf  t und  setzt  dann 
t = 0,  so  erhält  man: 

(47) 

^ = 0,  dt>  = 0,  da>  = 0 

— |-w  CO 

d?“-1  > 


f»  u#  + \y  + ws 


00 


*)  Man  hat  nämlich  (Moigno  Lecons  de  calcul  differentiel  pag.  490) : 


f(s) 


[(s  — st)k|  (s  — s2)ka  . . . (s  — sr)k*] 

2n 

S ^ (s— s,)kl  (s— s2)ka-.(s— sr+1)kr+1...(s— s2r)k‘‘  [(s—  Sv)^|j 


f(s) 


1 V 
2n 


v-1 


f(sv) 


( v'sv  \(sv-sl)*l(sv-s,)*\..(sv-tv_1Y*-i(sv—sv+1)kv+K.(sv~S')k' 
(idem  pag.  493). 


der  Wellenbewegung. 
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weil,  da  S in  Bezug  auf  s vorn  2nten  Grade  ist,  £ 


8 


m 


0, 


wenn  m <;  2n — 1 und  Er 


,m 


[(»>]. 


E(S)]s' 

1 , wenn  m = 2n  — 1 *).  Um 


den  Gleichungen  (38)  Genüge  zu  leisten,  braucht  man  folglich 
nur  anzunehmen: 


( 48) 


+ 00 


'(.KO -fff- 


\ 


VLX  + VU  + WZ  / , v 

e (3  ^ dudv dw 


■c© 


und,  wenn  man  diesen  Werth  von  w mit  dem  durch  die  Giei- 

i \ 

chung  (40)  gegebenen  vergleicht: 


/ u,  V,  w\ 

\^5  fh  VJ 


UX  — V/A  — YVV 


(2jt  x/^iy 

Setzt  man  diesen  Werth  in  die  Gleichung  (46)  hinein: 

(50) 


+ 00 


(2*1/— 1)! 


£ 


u (x — X)  + v(y— /u)  + \v(z— v)  + Bt 


[(S)l 


dudvdw 


■oo 


und  die  Gleichung  (41)  giebt  alsdann  den  folgenden  Werth  der 
principalen  Function: 

(51) 

+ 00 


CO 


u {x — X)  + v (y— ,u)  + w (z— v)  + st 
si  * * s~s>  /-*  f » e dXdu  d,udv  dvdw 

•JjJjJJ  tm 

— CO 


Wenn  inan  hier 


u 


w 


2?rl//  - — 1 2?fl//  — 1 1 

? X— •#,  (x — y,  v—z  als  recht* 


v /=F  W=T  i/=I: 

winklige  Coordinaten  betrachtet,  so  kann  man  dadurch,  dass  man 
sie  in  Polarcoordinaten  verändert,  eine  andere  Form  der  principa- 
len Function  erhalten.  Setzen  wir  nämlich: 


u = h cosp  \/  — 1,  v = hsinpcosq  t/'—l,  w = h sin  p siu  q \/—i , 
X — x = qcos®,  fx  — y = QsinöcosT,  v — - # = g sin  © sin  r, 

und  der  Kürze  willen: 

(53) 

cos  6 = cospcos©  + sin  pcosq  sio@  cost  + sin  p sin  q sin  0 sinr, 


*)  Moigno  pag.  497. 
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so  wird,  wenn  man  die  Formeln: 

■QO  o 


-J-CD 


•CO 


-j-CO 


ffß^  , V,  w)  diulv  dw  — */  / /f(">v  , w)  hasinpdpdqdh 

und 

mifGü  — ar,  — y,  */—  *)  dXd/xd^  — 

— CO 

/+CO  2sf 

/ /f(^> — Xjfju  — y^  v — ä)  Qasin@d©dTd(> 
CO  ° o 

berücksichtigt,  die  principale  Function  (51)  die  folgende  Form 
annehmen : 

(54) 


W 


/23t  /23t  /3t  >3t  /-{-CO  /“f-CO 


W (>j,  v)  e 


st  — ■ h q cos  ö 1/  — 1 


[F(hcospi/— l,hsinpcosq  \/ — 1,  h sin  p singt/ — l5s)] 

, 2 , dhd§  dpd©  dqdx 

• q ~2 V ’ ~2 ~ ' ~2 T‘ 

Man  könnte  auch  diese  Formel  direct  herleiten  auf  demselben 
Wege,  wie  wir  die  Formel  (51)  fanden,  indem  man  nämlich  statt 
der  Formel  (41)  die  folgende  anwendet:  , 

(55) 

-{-CO 

£ w (?v,  /ul,  v ) dX  d^tt  dv 


i 

S 


w(*»y>  ;&) 


hffj\ 


[*2  + (},— «)»  + (A  — »)*  + (r -*)']’  ' 


•CO 


wo  £ eine  positive  unendlich  kleine  Grösse  bezeichnet  *). 

Der  Werth  der  principalen  Function  w kann  folglich  immer 
durch  ein  sechsfaches  Integrale  ausgedrückt  werden.  Für  specielle 
Formen  der  characteristischen  Determinante,  so  wie  auch  für  be- 

sondere  Initialwerthe  von  df1“1«  kann  dieses  sechsfache  Integrale 
zu  einem  vierfachen  oder  doppelten  Integrale  reducirt  oder  so- 
gar ohne  Integralzeichen  dargestellt  werden. 

Die  verschiedenen  speciellen  Fälle,  welche  wir  betrachten 
werden,  sind  folgende: 

1)  Wenn  der  Initialwerth  von  df1- *w,  welchen  wir  durch 
w (.c,  y,  z)  bezeichnet  haben,  eine  Function  vo| 


*)  Compfce  rendu  Tome  13.  pag.  9,  120 — 124. 


der  Wellenbewegung.  109 

Ua:  + v.V  + WÄ) 

oder  von 

**+¥*+**, 

oder  von 

a#2  -J-  b?/2  + cj&2  -j-  2dyz  -}-  2 e .r  ä ~J-  2ixy, 
oder  nur  im  Allgemeinen  eine  Function  von 

*»  y , z 
ist. 

2)  Wenn  die  characteristische  Determinante  homogen  in  Be- 
zug auf  die  Characteristiken  d^.,  d =,  ds , dt  ist  oder  nicht 

3)  Wenn  die  characteristische  Determinante  eine  Function 

von  dt  und  von  d^2  + + d52,  oder  von  ad./  + bd/  + cd,2  4- 

2ddyd5  4~  2edxdz  4-  2fdJ.dy  ist.  — 

Weil  man  statt  u(x,y,z)  successive  die  Initialwerthe  der  Ge- 
schwindigkeiten und  die  der  Verschiebungen  einsetzt,  so  bedeuten 
nämlich  die  ersten  vier  Fälle,  dass  diese  Werthe  dieselben  verblei- 
ben in  einem  Plan,  oder  einer  Kugeloberfläche,  oder  Ellipsoide- 
oberfläche,  oder  irgend  einer  anderen  Fläche,  d.  h.  dass  die  Wel- 
lenfläche ursprünglich  plan  oder  sphärisch,  oder  ellipsoidisch,  oder 
von  irgend  einer  anderen  Form  wäre.  Die  zwei  folgenden  Fälle 
sind,  wie  wir  späterhin  sehen  werden,  die,  wenn  die  Gleichung 
der  Wellenfläche  unabhängig  von  der  Dauer  einer  Vibration  ist, 
d.  h.  wenn  keine  Dispersion  stattfindet,  oder  wo  die  Dispersion 
stattfindet.  Die  zwei  letzten  Fälle  sind  die,  wenn  der  Körper, 
in  dem  die  Lichtwellen  sich  fortpflanzen,  so  beschaffen  ist,  dass  die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeiten  gleich  sind  in  jedem  Punkte  einer 
Kugel-  oder  Ellipsoidenfläche, 

Wenn  die  gegebene  characteristische  Gleichung  homogen  wäre, 
so  dass  folglich,  falls  man  setzte: 

(56) 

s = hw\/ — 1 

man  erhalten  würde: 

_ (5?) , __ 

S = Flhcosp  \/ — l,  hsiup cosq V/— -1,  hsinpsinq  \/ — 1,  s)  — 

= (h\/ — 1)2,<  F(cosp,  sinp  cosq,  sin p sin  q,  w)> 

so  würde  man  durch  2n  — 3 mal  wiederholte  Differentiation  der 
Gleichung  (54)  in  Bezug  auf  t finden: 
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(58)  • 


d?”-3 


W 


t. 


/ht  fht  /3t  /3t  /+<»  y+CO 

(II  l „2  u— 3 


/ 


. w(X,/u,'v)  . e 


St—llQCOSÖl/" — 1 


o o o o ~ GO  CO 


Man  hat  aber: 


[(hl/' — l)2n  F (cos  p,  sin  p cos  q,  sio  p sin  q,  w)]hw^/3j 
. ♦ dhdß  dp  d©  dp  dt 

inn«in<M) — 2 -1 ,,  —2 


. h2£>3 sin p sin® 


23t  2 3t  2vt  ’ 


(59) 


„ st 


c8  S 


folglich : 


d?11““3 


[S|s  ^ [Sj 

(60) 

23t  /2 3t  /3t  /3t  /-j-  GO  /-j-co 


)? 


W 


/ / 

O O o O GO  GO 


/Tv~  /-rw  

/ / h (w  fc  Q COS  <5)  1/  1 2n — 3 n , 

I I e . w w(//,(a,v) 

/ y [F  (cosp,  sinpcosq,  sinpsinq,od)J^ 


, . . dhdo  dpd©  dpdx 

. q2  sin  p sin©-—— - . -- . ~ — . 

* r 2 3t  23t  23t 


Nun  ist  aber  in  Folge  der  Formel  Fourier’s  **), 

(61) 


f (>•) 


•+“  '+*  k (p  — q)  \/ — 1 dkdcj 

f(«)e  -^T’ 

CO  CO 


folglich,  wenn  man  der  Kürze  willen  setzt: 

(62) 


wt 

X'  = x 4- cos  © 

cos  ö 


f.i  = y d sin  © cos  r 

J cosö 

, , wt  . - . 

v ~ z 4 sin© sin r 

‘ cosö 

licosö  = k 
d h \/ cos2  Ö = dk, 

damit  die  Integration  in  Bezug  auf  h und  k dieselbe  bleiben  soll, 
wenn  cos <5  das  Zeichen  ändert: 


*)  Cauchy  Ex.  de  Math.  Tome  I.  pag,  171. 

**)  S.  die  Anmerkung  pag.  105. 
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111 


,-j-  00  y-j-CC- 


t 


I 


q2  w e \cos^ 


J A 


dkd(j  — 


w 


2t2 


W 


(V,y,  V% 


cos 2 «5 

— co  — CO 

Substiluirt  man  diesen  Werth  in  der  Gleichung  (60),  so  erhält  man: 


■x 

w2ll-_1  w ( V, itt',  i/)  . t2sinpsin©dpd©dqdT 

cos2<5l/ cos2ö  [F  (cosp,  sinpcosq,sinpsinq,w)] 


w 


o o o o 


Die  principale  Function  kann  folglich  im  Allgemeinen,  wenn  die 
characteristische  Determinante  homogen  ist,  auf  ein  vierfaches  In- 
tegrale reducirt  werden. 

Es  sei  jetzt  der  Initialwerth  von  dt"  1w  = w (x,y,z)  nur  ab- 
hängig von  einer  linearen  Function  der  Variabein  a-,  y,  *,  so  dass: 

(65) 

W (*,  y,  ä)  = n (ux  + vy  + wz), 
oder,  wenn  man  um  abzukürzen  setzt: 


q =t=  u#  -1-  vy  -j-  WZ, 

» (*>y»  *)  = n (5). 

Man  kann  alsdann,  wie  bekannt,  immer  die  Function  rt(?)  in  eine 
Reihe  entwickeln,  welche  aus  einer  endlichen  oder  unendlichen 
Anzahl  Glieder  der  Form  ©em?  besteht,  wo  © constant  ist  und  m 
reell  oder  imaginär  sein  kann41),  so  dass  folglich: 

(67) 

II  (?)  = 2©era^g, 

wo  das  Zeichen  2 sich  auf  die  verschiedenen  Werthe  von  mv  be- 
zieht. Der  diesem  Werthe  von  w entsprechende  Werth 

der  principalen  Function  w wird  alsdann  die  Summe  sein  der  jedem 
Gliede  der  Reihe  (67)  entsprechenden  principalen  Functionen. 
Bezeichnet  man  folglich  durch 

nv(?)  = ©em^, 

ein  Glied  der  Reihe  (67)  und  durch  «v  die  diesem  Initial  werthe 
entsprechende  principale  Function,  so  wird: 


*)  Cauchy  Ex.  de  Math.  Tome  II,  pag.  112. 


112 


Allgemeine  Gesetze 

(68) 


W 


w, 


V‘ 


Nun  ist  aber  klar,  dass  man  der  Gleichung: 

= F (d^,  ds,  dt)  wv  = 0 

durch  den  Werth: 

j ■.  nio,  5 st 

, = © e v * “ 

genüget,  wo  s eine  Wurzel  der  Gleichung: 

f (m^u,  novv,  mrw.  s)  = 0 
und  folglich  eine  Function  von 

s ~ f (m7) 

ist,  und 

«„  = ©e“’'s  + tf(“^  = F(ra„). 
Nun  ist  aber  nach  der  Formel  Fourier’s 


F (m*,) 


2x\/ — 1 


{-  co  ,.4-  co 

'J  ' J k 0%  — fa') 


F(h')dh'dk, 


■co 


•co 


folglich 


Ä-f-  co  co 

e 


i:  S*t ~ l(m„- h')  h's  + tf(h') 

* ~ 2 J 


. <ä)e 


dh'dk 


•co  — -co 


2*1/'— 1 


■+*  />+coh'(«  — 1)  + tf(h') 

e . rt^  (k)  dh'dk 


ff 


-co  — co 

oder,  wenn  man  h'  = h \/ — 1 setzt,  und  durch  s eine  Wurzel  der 
Gleichung 

F(bul//— 1,  h v \/ — i,  li w \/ — 1,  s)  = 0 

bezeichnet: 

JL  OO  -4-  CO  

1 {*  ff*  st  -f-  h (g  — k)  \/—\ 

Wv  — 2lr0J  eJ  « nv(k)  dhdk, 


-CO  00 


folglich  allgemeiner: 


(69) 


W, 


~1"C0  /Vi“00  st  ■+•  h(s— h)  V/— 1-, 

Ä 6 1 M./JJ 


V 


1 f*  ' f * 1 ^ 11 1 

2W  J lFrlml/'T 


kdb  dk 


[F(huV/ — 1?  hyf/— 1,  hwl/ — 1,  s)]s 


CO  CO 

Substituirt  man  diesen  Werth  in  die  Gleichung  (68),  so  er- 
hält man: 
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_ J_  ft+  * /»+”  est  + h ^ ~ k)  l/~1  dhdksnv(li) 

C[F(lmV/=q,  hvlX=J, 


hwl/ — 1,  s)]s 


oder  weil: 


2nv(k)  = n(k) 

(70)  - _ 

.+  50  wf«  st  + h (?  — k)  J/— 1 
0 


Cd 


= ^ 


n(k)  dhd.k 


_co  _oo  Ir (ku \/ — .1,  hv  1/ — 1,  s)]s 

Wäre  noch  dazu  die  characteristische  Determinante  V = 0 homo- 
gen, so  erhält  man,  wenn  man  setzt 

s =5  . h cp  \/  — 1 

aus  der  Formel  (70),  wenn  man  die  Formel  (59)  berücksichtigt: 

>+®  /?+  “ eb  (S  + y t - k)  V=iu  (k)  dh  at 


1 f*  /*  * en  ' 9 1 ~~ K' 

= J £ (h L//H2"-1 


^ (hl/— l)2"  HFOiiV.w.gpJly 
und  wenn  man  2n  — 1 mal  in  Bezug  auf  t differentiirt : 

(71)  T 


j2n — 1 


1+ 00  /vt*  03  2n— l h (?  + 9 1 — k)  l/~— 1 


w 


hf  f £ 


9 


n(k)dhdk 


-co 


-co 


[F  (u,  v,  w,  y)]y 


Nun  ist  aber  nach  der  Formel  Fourier’s: 


(61) 

htf  ./  *'<q  + 'ri~K>V~XnmMl  = n (q  + gpt), 

00  - — -co 

folglich  giebt  die  Gleichung  (71): 

(72) 

^n-I  __  9 92n"ln(g  + yt) 

C [F  (u,v,w,  <p)]y  * 

und  wenn  man  2 n — 1 mal  in  Bezug  auf  t integrirt  und  s statt  <p  setzt: 

(73) 

« = dt*-2n  £.Cln(g+-^- 

C [F  (u,v,w,s)]s 

Es  sei  jetzt  der  Initialwerth  von  dtö”3w  = w (ar,  y , %)  abhängig 
von  einer  ganzen  homogenen  Function  zweiter  Ordnung  von  #,*/,*, 
so  dass,  wenn: 

(74) 

r = (ax2  -f-  by2  -}“  cz»2  4~  2 dyz,  4-  2 exz  + 2f#y)~ 

9 


F. 
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(75) 

«*■(*>»>*)  ““  n(r)  = n (-—  r). 

Dieser  Initialwerth  kann  als  eine  Summe  unendlich  vieler  Glieder, 
deren  jedes  eine  lineare  Function  von  x,  y , z ist,  angesehen  werden. 
Um  dieses  zu  entwickeln,  gehen  wir  von  folgender,  von  Cauchy 
gegebenen  Formel  aus:  *) 

(76) 


.2  3tf 


JSt 


7t 


- ¥/'««•  p>*p* 

o o o 

wo  f (#)  eine  beliebige  Function  von  x bedeutet,  und  wo  man  hat: 

" (77) 

u = eosp,  1?  ss  sinp  cosq,  t»  = sinpsinq 
q1  = lia;  -J-  Dy  ~p 

t s=  (aUJ  + &t>2  -}-  et©2  + 2<Z©1»  -f-  2eUtö  + 2/uD)^ 

© = ( abc  — <i(fs  — &e2  - — cf%  — 2 def)* 
r = (aa?a  -p  b?/a  -j-  C2>2  + 2dya  + 2ea?s  -f-  2fxy) - 
wo  o,  5,  c,  d,  e,  jf,  #,  y,  % reelle  Constanten  bezeichnen,  und  a,  b,  c, 
d,  e,  f so  bestimmt  sind,  dass,  wenn  man  setzt: 

(78) 

aX  +/Y  +cz  =s  X', 

/X  + bY  +dZ  = Y', 
eX+^Y  + cZ  sss  Z', 


man  erhält: 


und  folglich: 


(79) 

X = aX'  + fY'  + eZ', 
Y = fX' -fbY' + dZ', 
Z = eX'  + dY'  + cZ'f 


(80) 


cb — • d*  . 

a =-©i— . b 


ac  — 


©2 


ab  — fA 

©a~~ 


;i  _ ef  — 1 a(t  fd  — be  f de  — cf 

""  ©2  ’ 6 ©2  ’>  ”©2*  * ” 

Setzt  man  jetzt  in  der  Gleichung  (76)  f(a?)  = (x)  = ^(x) 

und  führt  die  Integration  rechter  Seite  aus,  so  erhält  man: 

(81) 

S(r)-8(-r)  - 


o 
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Bemerkt  man  ferner,  dass  in  Folge  der  Gleichungen  (80) 

(82) 

© s=  (ahc—ad*  — Je2  — cf1  -\-2def)1  = (abc —ads— bea— cfa -}-2def)’ 
und  wenn  man  der  Kürze  willen  setzt: 

(83) 

T ss  (abc  — ad2  — bea  — cf3  + 2def)- 
?'  u , » , » „ 

sss  • x H — ij  H — * = 

T T T T 

so  kann  die  Gleichung  (81)  auf  folgende  Weise  geschrieben  werden: 

(84) 

SW  — S(—  r) 


.2  Ti  ^ rt 


Setzt  man  jetzt 


(85) 

= n (*), 


und  bemerkt,  dass  n(r)  = n( — r),  folglich  5 (r)  = — $(r),  so  wird : 

(86) 

”<■>  = ^ 

o o 

Der  Initialwerth  n(r)  kann  folglich  als  eine  Summe  unend- 
lich vieler  Glieder  angesehen  werden,  deren  jedes  eine  lineäre 
Function  von  x,y,z  ist,  nämlich  von 

(83) 

4"  = 

T T T 

Bezeichnet  man  folglich  durch  w,  die  zum  Initial werthe  ==$($") 

gehörige  principale  Function,  so  wird 

(84) 

>2  5t  ^ 3t  . , , 

w,  siop  dp  dq 


-ihf  f 


Nun  ist  aber  wegen  der  Formel  (70) 

(85) 


2x 


'+* /+w 

\/ — 1 h 0 \f- — 1 btt»  1/ — 1 


■ — CO  —co 


[<- 


•)]. 


9* 
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oder  wenn  die  characteristische  Gleichung  homogen  ist,  in  Folge 
der  Formel  (73) 

(86) 

s2—1  r («"  + 


, = d 


1— 2n 
t 


['(f-f  ■■*)], 


Folglich  wird,  wenn  die  characteristische  Gleichung  nicht  homogen  ist, 

(87) 


U) 


8 


'V/*“  /+”  / + h ^-V(k)-pdhdkdPd, 


* ii  / 


o o • — ©0  —oo 

und  wenn  sie  homogen  ist: 


£ /hui/— 1 hui/— 1 hrol/— 1 


d 


W 


1 — 2n  ’l* 


4:0t  T 


(88) 

g2n  1 g/  (?//  _j_  gj0  p jp  dq 


I)  -Kt//-)], 


o o 


Die  letzte  Gleichung  kann  man  unter  eine  andere  Form  bringen, 
wenn  man  berücksichtigt,  dass: 

s W (s"  + st)  = dt  $ ($"  + st)  = dt  [(?"  + st)  n (?"  + st)] 

und 

tF(— , — , — , s)  — F (u,  8, 1»,  §), 

X T T 1 / 


wo: 

Man  erhält  dann: 


q — sr. 


/2ot  /3t 


w 


2— 2n  f I q2n  2 (g'  -J-  Q t)  II  ~ ~ ) siöp  dp 

/ / T2  J F (u,  1',  to,  (»)]. 


4 3t  1 


o o 


und  wenn  man  bemerkt,  dass:*) 

p 9 (q)  __  p 9(q)^qs  __  ~ y (g) 

cd%-c  LFje 

so  erhält  man,  wenn  man  s statt  q setzt, 

(89) 


Slot 


w 


Ü2— 2n 
t 

T*  r 


,2o  _j_  8t)  ix  ^ S)  j sin  p dp  dij 


/ |F  («,  #,  »,  »)], 


O O 


v)  Cauchy  Ex*  de  Math*  Tomei.  pag.  171. 


der  Wellenbewegung. 


117 


Wäre  endlich  der  Initial werth  von  d211”^  = w (x,  y , eine 

Function  der  Grösse: 

=f  x%  + y*  -f-  a2, 

so  braucht  man  nur  in  den  vorhergehenden  Formeln  zu  setzen: 

a = b=sc=l,  d = e = f=0, 

folglich: 

a=5  = c = 1,  ^ — c = / --  0 , 
t2  = 1,  T=  1, 

und  man  erhält  folglich,  wenn  die  characteristische  Gleichung  nicht 
homogen  ist: 

(90) 

p-rt  /3t  /-{“CO  /-{- CO  , _ . / 

1 I I I I e8^  + ö (s  ) ' ^ (k)  sinpdh  dkdpdq 

~")  1!  1 [FChul/7 — 1,  hül/ — 1,  hiül/ — 1,  s)]s 

o o —co  —co 

und  wenn  die  characteristische  Gleichung  homogen  ist: 

(91) 

w = ^t~2p  /X  s2n~2  (gy  + st)  IT  (s'  -f-  st)  sin  p dp  dq 

4«  / / & [F  (u, », »,  s)]s 

o o 

Wäre  in  der  characteristischen  Determinante  der  erste  Theil  eine 
Function  von  dtund  ad2  4-  ßdjj  ~f  c d 2 4"2cZdydz4“2ed.l. d-4~  2/d.cd^? 

'hu V7 — 1 hö l/7 — l farol/ — 1 


w 


so  würden  , — , s^)  und  F^- 


unabhängig  von  u,  ö,  & werden , weil 

(77) 

au2  -f  £&2  + ciü2  4-  2d&ro  4-  2 curo  4-  2/us?  = t25 
und  die  Gleichungen  (87)  und  (88)  würden  alsdann  in  Folge  der 
Formel  (84)  die  folgenden  Formen  annehmen: 

(92) 

j—  CO 


«0 


£ 


st  — hkl/ — t . , ,, 

$ (k)  e . smhr  . dhdk 


■co  — co 


hr  j4(hu''/~1,  — 

(93) 


— 1 li  ü \// — 1 hvoV — i 


•)  r 


= ä\-2at 


2r  [F  (u,  ü,»,s)]s 

Ebenso  werden  die  Gleichungen  (90)  und  (91),  wenn  der  erste 
fheil  der  characteristischen  Determinante  eine  Function  von  d( 
und  d 2 4-  d^  4-  d l ist  5 die  Form  annehmen : 
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w 


(94) 

hf'fl 


st  — hk  l/— 1 . 


sinh^dfidk 


■co 


■00 


K>  [F (h  U l/— 1,  h 0 l/—l,  htt>l/— 1,  s)]s  * 

(95) 


W 


jl-üi.  e S2n  [Cq  + St)  n (g  + St)  + (g  — st)  II  (Q  — St)] 
4 C 2q[F(M?*ü,S)]s 


§.  7.  Von  der  Wellenfläche  und  von  der  characteristi- 

sehen  Fläche*). 

Wenn  man  in  der  characteristischen  Gleichung  v=F(d;l.,dy,d5,dt) 
statt  der  partiellen  Differentialen  verschiedener  Ordnung  in  Bezng 
auf  x,y,z  und  t die  entsprechenden  Potenzen  derselben  Variabein 
setzt,  so  wird  die  hierdurch  hervorgebrachte  Gleichung 

(96) 

F O,  y , z,  t)  -ss  o 

die  einer  Fläche  sein,  welche  man  die  characteristische  Flä- 
che nennt.  — 

Die  Werthe  der  unendlich  kleinen  Verschiebungen  der  Mole- 
külen, welche  durch  die  Gleichungen  (30)  und  (35)  gegeben  sind, 
können  verschwinden  für  verschiedene  Werthe  der  Absolut -Varia- 
bein x , y,  zf  t;  diese  Werthe  sind  von  einer  Gleichung  abhängig, 
und  die  Fläche,  welche  diese  Gleichung  darstellt,  und  in  welcher 
folglich  keine  Verschiebung  zur  Zeit  t stattfindet,  wird  die  Wel- 
lenfläche genannt.  Wir  werden  sie  durch  die  Gleichung: 

' (97) 

d (*>  y,  *t  t)  = o 

darstellen.  — 

Die  Gleichungen  (35)  geben  die  folgenden  Werthe  von  4: 

(98) 

„,+vy+w*+st  _n,_„  du(])j 


+ 00 


[F  (u,  v,  w,s)] 


. e 


dvd^u,  dwdv 


2*1/— 1 2*1/ — 1 2*1/— i 
. [<I>  (X,  / ii , v)  + s (f  (fy  fb*)!  + 

Ua.+vy+w*+st  _n%_Vfx_^v 


+ u.  s.  w. 


[F  (u,  v,  w,s)]g 


. e 


dud/Vi  dvd/L  dwdv 


2*1/— 1 2*1/— 1 2*1/— 1 


O Caucby  Ex.  d’An  et  de  Ph.  Math.  Tomeil.  pag.  99 — 108.  und 


/ 
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und  ähnliche  Werthe  der  übrigen  Variabein  u,  4,  4'.  — Da- 

mit diese  Werthe  nun  Null  werden  sollen,  ist  nothwendig  und 
hinreichend,  dass: 

(99) 

ux  + vy  -j-  ws  -fst  = 0 

für  jeden  Werth  von  s,  welchem  die  Gleichung: 

F (u,  v,  w,  s)  0 

entspricht,  weil  man  alsdann  hat  unter  den  Integralzeichen: 


P Const.  

C [F  Ob  v,  w,  s)]s  ” 

Die  Gleichung  (99)  stellt  einen  Plan  vor,  welcher  für  verschiedene 
Werthe  von  u,  v,  w verschiedene  Stellungen  einnimmt,  und  in  die- 
sem Plan  finden  folglich  keine  Verschiebungen  statt.  Die  Enve- 
loppe  von  allen  diesen  Plänen  wird  folglich  die  Wellenfläche  sein. 
Um  die  Gleichung  dieser  Enveloppe  zu  erhalten,  muss  man  u,  v,  w 
eliminiren  aus  den  Gleichungen :  *  *) 

(100) 

u#  -j~  vy  -j-  ws  -j-  st  = 0, 


* -f  tdus  = 0, 

V + tdys  = 0, 
s -j-  tdws  = 0. 

Die  beiden  letzten  Gleichungen  geben: 

* _ du8 

y ~ dvs ’ 


und  wenn  man  durch  s, , s2,  s3  . . . s2ß 
zeln  der  Gleichung: 

F (u,  v,  w,  s)  = 0 


bezeichnet: 

f.  _ jjujl  _ V2  _ _ du  S2n 

y dvsl  dv  s2  är«]"1  dv  s2n 


die  verschiedenen  Wur- 


t 


^u(Sl~l~S2"l~S3  s2n)  (S1  s2  H~  sl  s3  +♦••  + S1  S2n  ~f  S2  S3 

dv  (S1  + S2  + S3  +•••  + s2n)  dv  (Sj_ S2  -j-  Sj  S3  4-...+  Sj  S2n  + S2 S3  -J-....) 

da(SlS2S3+ ) 

— d7s  s 8 . C = w. 

üvnS2S3T ) 

und  folglich 


Compte  rendu  Tome  XIII.  pag.  1— 16,  184—188,  189—197.  Blanchet, 
Journal  de  Math,  publie  par  Lionville,  pag.  13—23,  23—35. 

*)  Moigno  Legons  de  calcul  differentiel  pag.  454. 
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(101) 

_i  — dn[F(U^W3S)l 
y ~~  dv[F(u,v,w,s)]9 

Ebenso  findet  man: 

(102) 

x __  du[F(u?v,w?s)j 

* ~~  dw[F(u,v,w,s)7 

Statt  der  letzten  drei  Gleichungen  (100)  kann  man  folglich  setzen: 

__ « y z 

duF (u,v;w,s)  ~~  dvF(u,v,w,s)  dwF(u,v,w,s) 

und  man  erhält  folglich  die  Gleichung  der  Wellenfläche  (97),  wenn 
man  u,  v,w  aus  den  folgenden  Gleichungen  eliminirt: 

(103) 

F (u,v,  w,s)  = 0, 

U#  -j-  v*/  + wz  -J-  st  = 0, 

x y z 

duF  (u,v,w,s)  ~ dvF(o,v,w,s)  “ dwF(u,v,  w5s) 

Wenn  die  characteristische  Fläche  homogen  wird,  so  wird  s in 
selbiger  Zeit  wie  u,  v,  w aus  den  Gleichungen  (103)  wegeliminirt 
und  die  Gleichung  der  Wellenfläche  wird  folglich  unabhängig  von  s, 
d.  h.  wie  wir  späterhin  sehen  werden,  von  der  Schwingungsdauer 
werden.  Man  kann  folglich  in  den  Gleichungen  (103)  s einen 
willkührlichen  Werth  geben,  z.  B.  = — t setzen,  und  wenn  man 
dann  durch  £,  ty,  $ die  Coordinaten  eines  Punkts  der  characteristi- 
schen  Fläche  und  durch  x9  2/,  % die  eines  Punkts  der  Wellenfläche 
bezeichnet,  so  finden  zwischen  ihnen  die  folgenden  Gleichungen  statt : 

( 104 ) 

F (y,!M,t)  = O, 

y*  + Vy  + bz  — t2  = 0, 

x y z 

dx  F (y,  9,  i,  t)  ~ di}  F (x,  = “cCF  (y,  i ),M) 

Die  erste  dieser  Gleichungen  ist  die  der  characteristischen  Fläche, 
und  wenn  man  durch 

(97)  ' ' 

$ (•*,  y,  t)  = 0 

die  Gleichung  der  Wellenfläche  bezeichnet,  so  wird  man  folglich 
auch  haben: 

(105) 


i 


I 
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Diese  zwei  Punkte  (£,  i;,  §)  und  (#,«/,  &),  unter  denen  der  eine  in 
der  characferistisclien  Fläche,  der  andere  in  der  Wellcnfläche  ge- 
legen ist,  und  welche  durch  die  Gleichungen  (104)  und  (105)  mit 
einander  verbunden  sind,  werden  correspondirende  Gleichungen  die- 
ser zwei  Flächen  genannt.  Nennen  wir  § und  r die  vom  Anfangs- 
punkte der  Coordinaten  zu  den  Punkten  (r,  t),  §)  und  (a:,  z)  ge- 
zogenen Radii  vectores,  und  <5  den  Winkel,  welchen  sie  unter  ein- 
ander bilden,  so  wird  nach  der  zweiten  der  Gleichungen  (104): 

(106) 

r^cosö  — ts. 

Wenn  die  characteristische  Determinante  homogen  ist,  und  man 
zieht  am  Ende  der  Zeit  t zwTei  Radii  vectores  zu  zwei  correspon- 
direnden  Punkten  der  characteristischen  Fläche  und  der  Wellen- 
fläche, so  wird  das  Product  von  einem  mit  der  Projection  des  an- 
dern auf  ihm  gleich  dem  Quadrat  der  Zeit  sein.  In  Folge  der 
letzten  der  Gleichungen  (104)  und  der  Gleichung  (105)  wird  der 
tangirende  Plan  durch  die  eine  der  zwei  correspondirenden  Punkte 
auf  dem  Radius  vector  des  zweiten  Punkts  perpendiculär  sein. 
Die  Gleichung  des  tangirenden  Plans  zur  characteristischen  Fläche 
F (*,  fy,  t)  = 0 durch  den  Punkt  (£,  i;,  g)  wird  nämlich  sein : 

(107) 

(s— -r) dj. F(y,9, j,t)  -f-  (oi  — t;) F (y,t?, j,t)  -f*  (4—$)d5 F(y,ty,J,t)  = 0 

und  die  Gleichung  des  Radius  vector  r: 

. , , \ 

4 — x tj  — y 4 — £ 

x y z 

und  diese  Gleichung  kann  in  Folge  der  letzten  der  Gleichungen  (104) 
so  geschrieben  werden: 

4 — x tj  — y 4 — g 

F i,  ~ d,,  F (y,  j,  t)  ” dj  F (f,  l),  t,  t)  ’ 

was  eben  die  Gleichung  einer  auf  dem  Plane  (107)  perpendiculä- 
ren  Linie  ist. 

Um  aus  der  homogenen  characteristischen  Fläche  die  Wellen- 
fläche herzuleiten,  oder  umgekehrt,  braucht  man  daher  nur  auf  dem 
Radius  vector  zu  einer  Fläche  das  Verhältniss  zwischen  dem  Qua- 
drat der  Zeit  und  diesem  Radius  vector  abzusetzen,  dann  durch 
den  Endpunkt  ein  auf  dem  Radius  vector  perpendiculärer  Plan  zu 
legen.  Die  zweite  Oberfläche  wird  die  sein,  welche  dieser  Plan 
in  seinen  verschiedenen  Stellungen  immer  tangirt.  — 

V.  10 
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Man  sieht  hieraus,  dass  der  Winkel  5,  welchen  die  zwei  Radii 
vectores  zu  zwei  correspondirenden  Punkten  in  den  beiden  Flächen 
mit  einander  bilden,  gleich  ist  dem  Winkel,  welchen  jeder  Radius 
vector  mit  der  Normale  zur  entsprechenden  Fläche  bildet. 

Weil  F (r,  1),  t)  immer  eine  Function  von  t2  ist,  so  hat  man, 
wenn  sie  zugleich  eine  homogene  Function  ist, 

F (b  9,  t)  = F (y,  p,  h — 0 = F(—  b — 9,  — 0 — F(-  b — 9,  ” h — 0» 
und  folglich  wegen  der  Gleichungen  (104)  auch: 

t)  = S(—  «,*—  y,— -*,t)  = $(—  t). 

Jede  gerade  Linie,  welche  durch  den  Anfangspunkt  der  Coordina- 
ten  geführt  wnrd,  ist  folglich  ein  Diameter  beider  Oberflächen,  und 
der  Anfangspunkt  das  Centrum  derselben. 

Wenn  man  nun  ein  System  von  Molekülen  betrachtet,  so  ist 
die  Gleichung 

F (u,  v,  w,  s)  = 0 

dritten  Grades  in  Bezug  auf  s2,  und  hat  in  Bezug  auf  s2  lauter 
reelle  Wurzeln.  Sie  ist  nämlich  hervorgegangen  aus  der  Elimi- 
nation von  4)^4  aus  den  Gleichungen: 

(108) 

(£  — s2)4  + 9t*u+£4  = 0, 

9?4  + m~s)'u  + ^ 4 = 0, 

£>4  + ^ + (9t  — saK  = 0, 

wo  2,  9lt,  0t,  0, 9t  die  den  characteristischen  Functionen  L,  M,  N, 

P,  Q,  R entsprechenden  Werthe  bezeichnen,  wenn  man  in  diesen 
statt  d<r,  d^,  dÄ  die  Grössen  u,v,  w setzt.  Setzt  man  der  Kürze  willen: 

24  + 9?^  + £4  = <£, 

m-pajt'u-f-  <p4  = & 

£4  + + 9t£  = 0, 

so  können  die  Gleichungen  (108)  so  geschrieben  werden: 

<£  = 4sa,  $ = -usa,  @ = 4s2. 

Bezeichnet  man  jetzt  durch  s2,  s|,  s§  die  drei  Wurzeln  der  Glei- 
chung F (u,  v,  w,  s)  ==  0,  durch  4t,  4a,  43,  v2,  -u8,  41?  4a,  4S 

die  entsprechenden  Werthe  von  4,  4,  und  durch  @1?  (S2,  <S3, 

Si,  @2,  @3  die  entsprechenden  Werthe  von  <£,  ©,  so 

erhält  man: 

(109) 

CG  = 4^5  <ga  = 4a s2 ,*  <*3  = 4« sj» 

; $3  = ^3S3, 

0,  s=  4iSs;  @2  = 4aSa;  @3  = 4383’ 
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Wäre  einer  der  drei  Werlhe  von  s2  imaginär,  so  muss,  weil 
die  Cocfficienten  der  Gleichung  F (u,  v,  w,  s)  = 0 reelle  Functionen 
von  u,  v,  w sind,  ein  anderer  Werth  von  s3,  z.  B.  s2,  dem  erstem 
Werthe  conjungirt  sein.  Dann  müssen  aber  auch  4i  und  42j  vi 
und  4L  und  4 2 conjungirte  Ausdrücke  sein,  so  dass: 


41  = a -j-  a — lj  4a  s=  a — a\/~  1, 

VL  = b -f  ß \/—i , TJa  = b ■ — ß 1/ — 1, 

42  = cfy  1/ — i , 42  = C — y \/ — 1. 

Man  erhält  nun  aber  aus  den  Gleichungen  (109): 

42^I  + ^2^1  + _ 4 1^2  + ^,^2  + __  f f , i ? ^ 

TT — — = — ä — — <^2  +vluJT^il‘ 

Ö «9 


In  diesen  Brüchen  sind  nun  die  Nenner  ungleich,  die  Zähler  aber 
gleich,  nämlich  jeder  von  beiden  gleich: 

24x42  + Sfö'ui'ua  + 4x)  + £H4,  42  + 4a4x)  + 

+ 9t  (4i  “hla'0!)* 

Die  Zähler  müssen  folglich  gleich  Null  sein,  und  folglich  auch 

4x42  ~f“  'ui'ua  H“  4x4a  — 0, 

oder,  wenn  man  die  Werthe  von  4i»  42*  ^25  4i»  42  substituirt, 

a2  -f  «2  + b2  -f  /32  + c3  + y2  = 0, 
was  unmöglich  ist.  Die  Gleichung  F (u,  v,  w,  6)  = 0 hat  folglich 
in  Bezug  auf  s2  drei  reelle  Wurzeln. 


§.8.  Reduction  der  einer  homogenen  char acteristischen 
Gleichung  entsprechenden  p r in ci pale  11  Function  w,  wenn 
die  ehara cterische  Gleichung  lauter  reelle  Wurzeln  hat 
und  der  Anfangswerth  von  df1  "xw  nur  innerhalb  einer 
sehr  kleinen  Kugelfläche  merkbar  ist*). 

Es  sei  die  characteristische  Gleichung: 

V — F (d^,  d^,  ds,  dt)  — 0, 

die  in  Bezug  auf  dtä  aufgelöst  lauter  reelle  Wurzeln  hat,  und  der 
Anfangswerth  von 

2=  n (r), 

WO  r2  ~ x2  Jr  |/2  Ä2 

eine  gerade  Function  von  r,  welche  verschwindet  ausserhalb  der 

Grenzen : 

f = + «j  r = — 

*)  Compte  rendu  Tome  XIII»  pag»  397  “ 412 , 455“*467,  487 
564  = 579,  1087  ““1095. 
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wo  £ eine  sehr  kleine  Grösse  bezeichnet.  Man  hat  dann  die  Gleichung: 

(91) 

d?-2”  s2"-2.«.n(e)  . 

“ — 4it  J J [F(u,  e,  »,  s)]3sm 

O O 

wo: 


u = cosp,  ü = sinp  cosq,  iü  = sinp  sinq. 

Denken  wir  uns  jetzt  um  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  eine 
Kugelfläche  beschrieben,  deren  Radius  die  Einheit  ist,  und  nennen 
wir  b den  durch  die  Polarcoordinaten  p und  q bestimmten  Punkt 
dieser  Fläche,  so  wird  der  Ausdruck: 

sinp  dp dq 

das  zum  Punkte  b gehörige  Element  derselben  vorstellen.  Nennen 
wir  dieses  Elemente  und  bezeichnen  durch  © denTheil  desResiduums: 

^ s2a-2Qn(g> 
t [F  (u,r,  w,  s)]s 

welche  den  Polarcoordinaten  p und  q und  einer  bestimmten  Wur- 
zel s2  der  Gleichung: 

F (u,  b,  n>,  s)  = 0, 

die  nach  der  obigen  Bedingung  lauter  reelle  Wurzeln  hat,  entspricht; 
Man  hat  dann: 

(ui) 

d2n-2 

W SS  — 2 ©.  £*, 

wo  das  Zeichen  2 sich  auf  alle  Werthe  von  und  s erstreckt. 

Unter  den  verschiedenen  Elementen  der  Kugclfläche  <^  ' 
werden  wir  jetzt  diejenigen  aussuchen,  welche  denselben  Werthen 
von  f>  entsprechen.  Wenn  man  in  der  Gleichung; 

(110) 

(3  tt  a?  “p  1?  y -|~  tl)  z>  *-j~  s t 

q als  constant  und  u,  b,  tu  als  Variabeln  ansicht,  so  wird  diese 
Gleichung  einen  Plan  vorstellen,  welcher  perpendiculär  auf  dem 
Radius  vector  Ob/  ist.  Wenn  die  Winkel  p und  q variiren,  wird 
dieser  Plan  folglich  auch  seine  Stellung  ändern,  so  dass  er  immer 
eine  Fläche: 


pdpdq 


(112) 

$ 0*  3/>  •>  h zzz.  0 
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tangirt.  Wir  werden  diese  Fläche  durch  LMN  bezeichnen. 
Setzt  man  liier  o = 0,  so  wird: 

Hx  — j-  1? y — tö z st  ss  0 

und  die  Gleichung  (112)  wird  folglich  die  der  Wellenfläche: 

5 O?  y,  *,  t)  = o 

werden,  und  die  Flächen,  welche  durch  die  Gleichungen: 

$ ( X , y,  2,  t,  — e)  = 0 und  % o,  y , z,  t,  -f-  g)  = 0 
ausgedrückt  sind,  werden  die  innere  und  äussere  Enveloppe  des 
Raums  vorstellen,  welcher  von  einer  beweglichen  Kugelfläche  be- 
schrieben wird,  deren  Radius  = q ist  und  deren  Centrum  auf  die 
Wellenfläche  herumgeführt  wird.  Bezeichnen  wir  jetzt  durch  T 
den  Punkt,  wo  der  auf  dem  Radius  vector  Ob  perpendiculäre  Plan: 

(110) 

{>  = Hx  4»  by  -f-  tbs  -J-  st 

die  Fläche  (112)  LMN  tangirt,  und  ziehen  wir  durch  T eine 
gerade  Linie  parallel  mit  Ob,  so  wird  diese  Linie  sowohl  zur 
Fläche  (112)  LMN , wie  auch  zur  Wellenfläche  normal  sein, 
und  die  letztere  in  einem  Punkte  D schneiden.  Der  Abstand  TD 
beider  Flächen  wird  dann  eben  den  Zahlenwerth  von  q vorstellen. 
Um  jetzt  alle  die  Punkte  T,  welche  bestimmten  Werthen  von 
und  q entsprechen,  zu  finden,  muss  man  durch  den  Punkt  (x,  y , ä), 
den  wir  durch  A bezeichnen  werden,  eine  Kegelfläche  legen,  wel- 
die  Fläche  (112)  LMN  überall  tangirt.  Der  Punkt  T kann  dann 
ein  beliebiger  Punkt  der  Berührungslinie  T T'  T " sein.  Zieht  man 
jetzt  durch  alle  Punkte  dieser  Linie  Normalen  zur  Fläche  (112), 
LMN , und  durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  O Linien 
parallel  mit  diesen  Normalen,  so  werden  diese  die  um  O beschrie- 
bene Kugelfläche  in  einer  Linie  bb'b"  schneiden,  welche  den  Platz 
der  Elemente  andeuten  wird,  die  demselben  Werthe  von 

2/?  % und  q entsprechen. 

Da  F(u,  b,  ib,  s)  eine  homogene  Gleichung  ist,  und  in  Bezug 
auf  s geraden  Grades,  so  wird  © denselben  Werth  erhalten,  wenn 
man  u,  b,  tb,  s mit  — - it,  — b,  — fb,  — s vertauscht,  und  man  braucht 
folglich  in  der  Summe  2©«^  nur  die  Glieder  zu  berechnen,  welche 
einem  positiven  Werthe  von  ux  + by  -j-  tb*  entsprechen,  oder  Wer- 
then von  u,  b,  tb,  die  der  Gleichung: 

(113) 

u x -j-  b y 4~  b)  z 0 

Genüge  leisten,  wenn  nur  dann  das  Resultat  verdoppelt  wird. 
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Setzt  man  sodann: 

(114) 

p=h™>' 

wo  das  Summationszeichen  sich  nicht  auf  die  verschiedenen  Werlhe 
von  s erstreckt,  und  nur  auf  die  Werthe  von  u,  tv,  welche  der 
Gleichung  (113)  Genüge  leisten,  so  wird: 

(115) 

df~2w  = 22  P, 

wo  das  Summationszeichen  sich  auf  die  verschiedenen  Werthe 
von  s bezieht. 

Wenn  jetzt  der  Initial werth  von  d*11“^  oder  der  Function  n(r) 
nur  einen  merklichen  Werth  hat  innerhalb  einer  sehr  kleinen  Ku- 
gelfläche, deren  Radius  = s und  deren  Centrum  der  Anfangspunkt  O 
der  Coordinaten  ist,  so  braucht  man  augenscheinlich  in  der  Summe 
zu  berücksichtigen,  welche  Werthe  von  q entsprechen, 
die  zwischen  den  Grenzen: 

q = — s und  q = + s 

eingeschlossen  sind. 

Es  sei  jetzt  ^ der  Abstand  des  Punkts  x9  y , g,  A von  der  Wel- 
lenfläche und  eine  sehr  kleine  Grösse,  so  wird  der  durch  die 
Berührungslinie  TT'T"  eingeschlossene  Flächenraum  der  Fläche 
LMN  immer  sehr  klein  werden,  und  annäherungsweise  eine  Zone 
bilden,  deren  Höhe  gleich  (^  — q)  wird.  Zieht  man  vom  Anfangs- 
punkt O der  Coordinaten  aus  Radii  vectores  zur  Linie  T T1  T“ 
und  verlängert  diese,  bis  sie  die  Wellenfläche  in  einer  Linie  SS'  S" 
schneiden,  so  wird  diese  Linie  auf  der  Wellenfläche  eine  Zone 
einschliessen,  die  der  auf  der  Fläche  LMN  annäherungsweise  con- 
gruent  sein  wird.  Verlängert  man  jetzt  die  Radii  vectores  Ob, Ob', Ob", 
bis  sie  die  characteristische  Fläche  schneiden,  und  nennt  die  auf 
dieser  Fläche  abgeschnittenc  Linie  V V'  V‘\  so  werden  die  Li- 
nien SS' S"  und  V V'  V"  correspondirende  Linien  werden,  die 
erste  auf  der  Wellenfläche,  die  zweite  auf  der  characteristischen 
Fläche.  Der  von  der  letzten  Linie  cingescldossene  Flächenraum 
wird  dann  annäherungsweise  eine  Zone  werden,  deren  Höhe  wir 
durch  t bezeichnen  wollen.  Um  diese  zu  finden,  betrachten  wir 
zwei  correspondirende  Punkte  S und  V der  Linien  SS'S"  und 
y v1  V".  Bezeichnen  wir  durch  X+AX,  Y-fAY,  Z-fAZ  die 
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Coordinaten  des  Punkts  S,  und  durch  r + Ar,  i)  + Ai;,  $ + A& 
die  Coordinaten  des  Punkts  bezeichnen  wir  ferner  durch  D 
den  Punkt,  wo  die  durch  A gezogene  Normale  zur  Wellenlläche 
diese  trifft,  und  durch  E den  correspondirenden  Punkt  der  cha- 
racteristischen  Fläche,  durch  X,  Y,  Z die  Coordinaten  des  Punkts  D , 
und  durch  X , i),  j die  des  Punkts  E,  so  werden  in  Folge  der  Glei- 
chungen (104),  (97)  und  (105): 

(116) 

© = F (y,  p,  j t)  = 0,  § (X,  Y,  Z,  t)  = 0, 
yX  + pl  = 0, 

dr  F (y,  p,  j,  t)  d1}F  (y,  p,  *,  t)  d^  F (y,  p,  *,  t) 

X ~ Y “ Z 5 

(H7) 

F(y  + Ay,  p + Ap,  J + Aj5t)  = 0,  $(X+AX,  Y + AY,  Z -j-  AZ,  t)  = 0, 

(y  + Ay)  (X  + AX)  + (p-j-Ap)  (Y-j-AY)  + (j  + Aj)  (Z  + AZ)  t3  = 0, 

drF(y  + Ay,  P + Ap,  J + Ai,  t)  _ d^Ffy  + Ay,  P + Ap,  y + Aj,  t) 

X + AX  “ “ X + AY 

d^Ffy  + Ay,  p + Ap,  y + Ay,  t) 

Z + AZ 

Entwickelt  man  jetzt  die  erste  der  Gleichungen  und  berück- 
sichtigt die  erste  der  Gleichungen  (116),  (117),  so  erhält  man: 

(118) 

Ay.dx©  + Apdjj©  + Ayd^©  + f(Ay2d*@  + Ap2d*©  + Ay2d2©  + 

+ 2pyd^d§©  + 2yydjcda©  + 2ypdJ.dSj@)  + . . . = 0, 

und  wenn  man  die  dritte  der  Gleichungen  (117)  entwickelt,  und 
die  höheren  Potenzen  von  Ar,  Ai),  Ag,  AX,  AY7,  AZ  vernachlässigt : 

dx©  + Ayd3©  + Apdj.djj©  + Ajdj.dj® 

d^©  + Ay  dxd^0  + Apda©  + Ajd^dj  © 

“ ~ ” Y + AY  ' ^ 

_ dg©  + Aydx.dj®  + Apd^tg+Ajd*© 

““  Z + AZ  " * . 

Subtrahirt  man  diese  Gleichungen  von  der  dritten  der  Gleichun- 
gen (116),  so  erhält  man: 
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(119) 

AX  . — ~7—  — A^d*®  — Apd^©  — Ajd^® 


d,® 


X + AX 


**© 


AY  . Ayd^®  — Apd*  © — Ajd^© 


Y + AY 


d.@ 

5 


AZ  . — --  Ay dx. dg  © — Apd^dg.  © — Ajd*® 

= Z-J-AZ 

Bezeichnet  man  jetzt  durch  R und  v die  Radii  vectorcs  zu 
den  Punkten  D und  E , und  setzt: 


X — UR,  Y = YR,  Z = WR, 
y = ur,  p==ptf  3 = n>r, 

so  wird  die  Höhe  der  Zone  SS' S",  (X  — q),  gleich  sein  der  Pro- 
jection  der  Linie  DS  auf  der  durch  D gezogenen  Normale,  welche 
parallel  mit  dem  Radius  vector  OE  ist,  folglich: 

(121) 

X — p = uAX  + öAY  + wAZ? 
und  ebenso  die  Höhe  der  Zone  VV'V"i 

(122) 

t s=  UAy  -f  VAp  -j-  WA y, 

und  folglich,  wenn  man  die  Gleichungen  (120)  berücksichtigt: 

(123) 

t (X  — q)  — ll t = yAX  + pAY  -f  jAZ  — XAy  YAp  — ZAj. 
Multiplicirt  man  jetzt  die  Zähler  und  Nenner  der  Brüche  (119) 
respective  mit  Ax,  Ai),  A3,  und  addirt  die  Zähler  und  Nenner  unter 
sich,  so  wird  man  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (116),  (117), 
(118) ^ (123)  erhalten: 

r (X  — - q)  — Rt  F (?»  9)  h H 

Ay  (X  -f  AX)  + Al)(Y  + AY)  + Ay  (Z  + AZ)  * X 
und  dieser  Ausdruck  soll  nun  jedem  von  den  drei  Brüchen  (119) 
gleich  sein,  und  folglich  mit  den  Differenzen  Ax,  Ai),  A3,  AX,  AY,  AZ 

verschwinden.  Weil  nun  im  Allgemeinen  nicht  mit 

diesen  Grössen  verschwindet,  so  muss  der  Ausdruck: 

(124) 

r (Xi  — q)  — Rt 

Ay  (X  -J- AX)  -j-  Ap  (Y  -j-  AY)  -j-  A3  (Z  -j- AZ) 
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sehr  klein  sein.  Nun  ist  aber  wegen  der  Gleichungen  (116),  (120) 
und  (121): 

Ay  (X  + AX)  + Ap  (Y  + AY)  + Aj  (Z  + AZ)  = 

= (y  + Ay)  (X  + AX)  + (9  + At?)  (Y  -j-  AY)  + (j  + Aj)  (Z  -f  AZ)  — 

— yX  — t?Y  — jZ  — (yAX  -j-  pAX  -}-  jAZ)  = 

= - (yAX  + t;AY  + jAZ) 

ss  — r (uAX  -J-  vAY  -f  wAZ)  = — r (X*  — q) 

und  der  Bruch  (124)  reducirt  sich  folglich  auf  folgenden  Ausdruck: 


und  weil  dieses  Verhältniss  annäherungsweise  gleich  Null  sein 
muss,  so  hat  man: 

T = -jT  (^  — e)r 

oder  weil  H von  r sehr  wenig  verschieden  ist: 

(125) 

T = — — Q), 

r 

Angenommen  jetzt,  dass  der  tangirende  Plan  zum  Punkte  E der 
characteristischen  Fläche  diese  nicht  gleich  schneidet,  so  wird  die 
von  der  Kurve  V V ‘ V " eingeschlossene  Zone  gleich  sein  dem  Pro- 
duct von  x in  der  Peripherie  eines  Kreises,  dessen  Halbmesser  das 
geometrische  Mittel  zwischen  den  beiden  Hauptkrümmungshalbmes- 
sern der  characteristischen  Fläche  im  Punkte  E sind.  Diese  bei- 
den Krümmungshalbmesser  variiren  nun  so  wie  die  Coordinaten 
des  Punktes  E proportional  mit  der  Zeit,  und  sind  folglich  dem 
Radius  vector  x proportional.  Ihr  geometrisches  Mittel  wird  folg- 
lich auch  proportional  mit  diesem  Radius  vector  sein,  und  wir  kön- 
nen es  folglich  durch: 

kr 

vorstellen.  Die  von  der  Kurve  V V ' V"  eingeschlossene  Zone  wird 
folglich  gleich 

2tfkr  . --  (X  — q) 

r 

sein.  Bezeichnet  man  jetzt  durch  s den  Winkel,  welchen  die  Nor- 
male in  E mit  dem  Radius  vector  OE  macht,  und  beschreibt  um 
E mit  OE  als  Halbmesser  eine  Kugelfläche,  so  wird  die  Projection 
der  Zone  V V'V"  auf  diese  Kugelfläche  gleich 

23t  kr3  (X  — q) 

b SA  cosß 


V. 


r 
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sein,  und  die  von  bb'b"  eingeschlossene  Zone  folglich  gleich 

_ , Ai— - p 

£ =s  2itk  . cos 6 

r 

sein.  Bezeichnet  man  jetzt  durch  ^ den  Theil  von  JP,  welcher 
Werthen  von  p und  q entspricht,  die  Polarcoordinaten  der  Punkte 
auf  die  Zone  Ä vorstelle,  so  wird: 

und  folglich,  wenn  man  den  Werth  von  $ substituirt: 


de^3  - - 


©cos  <5 


2t 

und  weil  St  und  folglich  auch  $ verschwindet,  wenn  q = >j: 


=s ~ ©cos<5d(>. 


Um  hieraus  den  Werth  von  P zu  finden,  braucht  man  nur  statt«» 
im  Integrationszeichen  — £ zu  setzen,  folglich: 

✓ v, 

k 

— ® cosödfj 

oder  weil: 

~ U X -j"  — j-  U)  Zi  -j-  St  ss  Q — J-  stj 

wo  y,  %,  die  Coordinaten  des  Punktes  A sind : 

(126) 


^ + St 

J k 


2r 


® cosöd^. 


Dieses  in  die  Gleichung  (115)  eingesetzt  giebt: 

(127) 


j2n — 2 

dt  co 


= £• 


S 


2n — 2 


[F  (u,  1?,  w,  s)]s 


kcosö 

!■ 


g'+st 


J QlI(Q)dQ, 


wenn  man  zugleich  den  Werth  von  © substituirt.  Hier  bezeich- 
nen U,  ij,  tü  die  Cosinus  der  Winkel,  welche  der  Radius  vector 
zum  Punkte  E der  characlcristischen  Fläche,  oder  die  mit  dem- 
selben parallelen  Normale  zum  Punkte  D der  Wellenfläche  mit 
den  Coordinataxen  bildet.  Diese  können  abgeleitet  werden  aus 
den  Gleichungen: 


tt 


der  Wellenbewegung. 

(128) 

3 y>  *,  t)  — o 

9 
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dr  5 (*> !/>  1)  d^  § ( ar,  y , x,  t)  cl.  $ (#,  y,  z,  t) 

lta  _{_  t?2  + ttP  = 1 

und  ihre  Zeichen  müssen  so  gewählt  werden,  dass  sie  der  Gleichung 

(113) 

U#  -{-  1 $y  -J-  tö  z 0 

Genüge  leisten.  Durch  <5  wird  der  Winkel  bezeichnet,  welchen 
die  Normale  in  D mit  dem  Radius  vector  dieses  Punktes  macht, 
und  man  hat  folglich: 

Ita?  4-  ö«  + wz>  g' 

cos  6 — - — 

r r 

Durch  k wird  das  Verhältnis  zwischen  dem  mittleren  Krümmungs- 
radius  des  Punktes  E in  der  characteristischen  Fläche  und  dem 
Radius  vector  dieses  Punktes  bezeichnet.  Um  das  Integral  im  zwei- 
ten Gliede  der  Gleichung  (127)  wegzuschaffen,  kann  man  setzen: 

qIT(q)  = $(q) 

und  in  Bezug  auf  t differentiirt,  so  erhält  man,  weil  dtt>  = s: 

g1  -j“  st 


i2n— 1 
Ci.  w 


= £ 


[F  (u,  d,  n>,  S)]s 


kcos<5  f*  c. , N , 

— I f (0  “« 


oder 


d2n-l 


(129) 

s2'1“ i (V  + st)  II  (gJ  -j-  st)  kcos6 


I F («i  »,  *>,  8)1 


*t  w — t 
weil  f (—  f)  = 0. 

Bezeichnet  man  jetzt  durch  <p  (t)  die  rechte  Seite  dieser  Glei- 
chung und  setzt: 

j i i 


<X 


9 («)  d(<X 


2n—2 


so  wird; 


w 


= O)  d(«. 


Integrirt  man  hier  durch  partielle  Integration,  und  bemerkt,  dass 
^ 00  so  wie  seine  2n— -3  ersten  Differentialen  mit  /m  verscliwin 
den,  so  erhält  man: 

11* 


132 


Allgemeine  Gesetze 


s 


a[>  (/uu)  d,a 


1, 2.  . . , . 


*2n — 2 2n — 2 

(2o  — 2)  ^ 


oder: 


P’  (t-M)2““2 
=./  172.3 (2n-2)  'V(''0,1'U 


(*) 


(2n  — 2) 

o 

und  wenn  man  den  Werth  von  <p  (<a)  einsetzt: 


w 


c /*  (t  — fl 
V 1.2.3 


(t  — ^)2n~2  s 


(2n  — 2) 


( 130) 

2n— ^ty-j-s^nCs'  -f-Sju)  kcosö 
[F  (u,  0,  n>,  s)]s  r 


cfit. 


§.  9.  Ueber  die  Begrenzung  der  Wellen*). 

Die  innere  Begrenzung  der  Wellen  ist  unter  denselben  Voraus- 
Setzungen  wie  im  vorigen  Paragraphen  durch  die  Fläche  [siehe  (112)] : 

(131) 

S (*,  y,  s,  t,  — f)  = 0 

bestimmt.  Nimmt  man  nämlich  an,  der  Punkt  A,  (#,  y,  s),  läge 
innerhalb  dieser  Fläche,  so  könnte  dieser  Punkt  nicht  der  Schei- 
tel eines  um  die  Fläche  LMN  (112)  beschriebenen  Kegels  wer- 
den, wo  § zwischen  den  Grenzen  und  + £ eingeschlossen  ist. 
Das  2n — 2te  Differential  der  principalen  Function  und  folglich 
wegen  der  Gleichungen  (25)  auch  diese  Function  selbst  wird  ver- 
schwinden, und  es  wird  dann  im  Punkte  A weder  Verschiebung 
noch  Geschwindigkeit  stattfinden.  Die  Fläche  (131)  bildet  folg- 
lich unter  denselben  Voraussetzungen  wie  im  vorigen  Paragraphen 
die  innere  Grenze  der  Wellen. 

Liegt  der  Punkt  A ausserhalb  der  Fläche: 

(132) 

$ (*,  y,  t,  + s)  = o, 

so  dass  sein  Abstand  von  der  Wellenfläche  grösser  als  * ist,  so 
giebt  die  Gleichung  (127): 


d 


2n — 2 


J2n — 2 


w 


= £ 


[F  (u,  o,  m,  s)]s 


— Lr  £ 

k cos <5  f*  \ * 

— r — Snfe)<te  =0, 

£ 


weil  qH(q)  eine  ungerade  Function  von  ist.  Die  Fläche  (132) 
wird  folglich  die  äussere  Grenze  der  Wellen  sein,  und  ausserhalb 
wird  weder  Verschiebung  noch  Geschwindigkeit  stattfinden.  — 


*)  Compte  renda  Tome  Xlli.  pag.  189—197,  494 — 497. 
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der  Wellenbewegung. 

Wir  haben  bis  jetzt  vorausgesetzt,  der  Werth  von  df1“”1« 
wäre  anfänglich  nur  innerhalb  einer  sehr  kleinen  Kugelfläche  merk» 
bar;  nehmen  wir  jetzt  an,  es  wäre  statt  dessen  nur  innerhalb 
einer  gewissen  Fläche  Q merkbar.  Man  braucht  dann  nur  den 
Anfangs werth  von  dj0”^  in  Theile  zu  zerlegen,  deren  jeder  nur 
innerhalb  einer  sehr  kleinen  Kugelfläche  bemerkbar  ist.  Um  dann 
die  innere  und  äussere  Grenze  der  Wellen  zu  erhalten,  braucht 
man  nur  die  Fläche  Q so  zu  bewegen,  dass  jeder  ihrer  Punkte 
eine  gerade  Linie  beschreibt,  gleich  und  parallel  mit  einem  Radius 
vector  OA,  vom  Anfangspunkte  der  Coordinaten  O zu  einem  be- 
liebigen Punkte  A der  Wellenfläche  gezogen,  und  dass  der  Punkt  O 
in  diesen  Punkt  A fällt.  Die  innere  und  äussere  Enveloppe  der 
verschiedenen  Stellungen,  welche  die  Fläche  Q auf  diese  Weise 
einnehmen  wird,  mit  Hinsicht  auf  die  verschiedenen  Stellungen  des 
Punktes  A,  werden  dann  die  innere  und  äussere  Begrenzung 
der  Wellen.  — 

§.  10.  Particuläre  Integrale  der  Gleichungen  der  un- 
endlich kleinen  Bewegungen  eines  Systems  von 

Molekülen  *). 

Die  Gleichungen  der  unendlich  kleinen  Bewegungen  eines  Sy- 
sterns  von  Molekülen  sind: 

(14) 

(L  — dta)|  + Rv  + Q4  = o, 
m + (ül  " dj2 ~p  P 4 o, 

Q4  + Pu  + (N  — d*)4  = o. 

Um  diesen  Gleichungen  Genüge  zu  leisten,  braucht  man  nur 
die  Hauptvariabein  4,  4 derselben  Exponentialgrösse,  deren  Ex- 

ponent eine  lineäre  Function  von  x,  y9  z9  t ist,  proportional  zu 
setzen;  folglich: 

(133) 

u#4-vy4-w&— st;  ux-f-vy-j-wz—st ; ua?-j-vy-f-wa— st 

4 = Ae  v = Be  £,ssz€e 

wo  u,  v,  w,  s,  A,  B , C folgenden  Gleichungen  genügen  müssen  .* 

(134) 

(£  — s + + = 0, 

UtA  + (50ß— sa)ö  + tyC  = 0, 

+ = 0, 


*)  Cauchy  Ex,  d’An  et  de  Ph.  Math.  Tome  I.  pag.  1 — 10. 
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wo  die  Werthe  von  2,  9)?,  3t,  Sß,  O,  3t  aus  denen  von  L,  M,  N,  P,  Q,  R, 
(12),  hergeleitet  werden,  wenn  man  in  diesen  statt  der  Characte- 
ristiken  d^.,  dy,  d,  die  Grössen  u,  v,  w einsetzt.  Setzt  man  folglich: 

(134) 

@ = s[mf(r)(eUa:+V!'  + ü?l)]; 

t = S [^«l1.f(r)(eUi+Vi'+'ISl-(a,+v,+wl)- Ö2±Ä±=^)], 

so  werden: 

(135) 

8 = @ + d * SR=@  + d;£>,  9J  = @ + d’ö, 

<P  = drdwj&,  Q = dudw®,  SK  = dudv£- 
Eliminirt  man  jetzt  die  Factoren  A.  B , C aus  den  Gleichungen  (133), 
so  erhält  man  die  folgende  Gleichung: 

(136) 

S=  (s2— £)(s2— Sf>?)(s2 — 3?)=~$2(s2-2)-D2(s2— 3)?)-!Ka(sa-9?)-~ 

-2<PQ{K  = 0, 

Nimmt  man  jetzt  an,  s sei  eine  beliebige  Wurzel  dieser  Gleichung, 
und  bezeichnet  durch  a,ß,y  willkührliche  Constanten,  so  können 
die  Gleichungen  (133)  so  geschrieben  werden: 

(137) 

(2  — s‘2)A  + WB  + £lC  — — « S; 

WA  + m— s2)«  + ^G  = — /5S, 

StA  + yB  + (3t  - s2)(7  = — y S, 
und  hieraus  erhält  man: 

A = $a  -j~  m/5  + 

B = 4t  a -j-  Jtt/3  -j - Py, 

C = ©.a-j-f)ß  -{-  Uly, 

oder: 

(13S) 

A « C_ 

-j- tt/3 -| - (ÜXy  %cc  -j-  Jtt/3  -j-  |)y  ©et  -j-  |9/3  -}-  Hy  * 

wo  §,  JH,  Dt,  $),  <£t,  B durch  die  folgenden  Gleichungen  bestimmt  sind : 

(139) 

$ = (s2  - ü»)  (s2  - 3?)  - <))2,  #»  = (sa  - 2)  (s2  - 3?)  — £% 

m = (s2  — 2)  (s  2~m)  — w\ 

Ü>  = <P(s*— £)—  © = D(S2-3K)-W,  m = 3^(s3 — 3?)  — ^3£2. 

Die  Werthe  von  ^ sind  willkührlich ; nimmt  man  an,  zwei 
derselben  seien  gleich  Null  und  der  dritte  Werth  gleich  der  Ein- 
heit, so  wird: 


der  Wellenbewegung» 


13  5 


B 

XX 

C 

e 

A ~~ 

§’ 

A ~~ 

B 

4« 

C 

1» 

A ~~ 

ü’ 

A ~~ 

nt’ 

B 

V 

C 

ii 

A “ 

CR5 

A ~ 

man 

durch  Ax, 

stanten  bezeichnet: 


(140) 


u#  -f*  vy  -f-  wa  — st  ux  -j-  vy  4*  wz  — st 

4 = At$e  , tj  At  He  , 

u x 4~  v y -4-  w z — s t , 

£ = AL<&e  , oder: 


A2X\c 


(110') 

uo?  4“  Vy  + wa  — st 


4 = J2Pe 


ty  srs  A-x  4Be 
UJC  4™  V?/  + WS  --  St 


u x 4”  v y 4”  w ® s t 

1 i 

, oder: 


4 = A,<&e 


(140") 

/ 

nx  4"  vy  4~  wz  — st 


4 = AA\e 


. -A  ux  + Yy  4-  wz — st 

, %)  _ A$  ft  e 9 

U X 4"  V ?/  4"  W Z — s t 


§.  11.  Particuläre  Integrale  der  Gleichungen  der  un- 
endlich kleinen  Bewegungen  zweier  Systeme  von  Mo- 
lekülen, die  sich  gegenseitig  durchdringen*). 

Die  Gleichungen  der  unendlich  kleinen  Bewegungen  zweier 
Systeme  von  Molekülen  sind: 

(21) 


(L  — dta)4  4-  Bu 

+ Q4  + L,4' 

+ 

R,oi 

' + QX 

: — 

0, 

R4  4~  (M  — d^ )xj 

+ P4  + R,4' 

4_ 

M/oj 

' + P,4' 

— 

0, 

Q4  -p.  p^  + (N  - 

-dt!)4  + y,s' 

4~ 

P,TJ 

' + N,4' 

= 

0, 

,L4  + ,R«+,Q4+<L„-d>)4' 

4- 

0,/‘ 

>'+Q^' 

= 

0, 

;R4  4~  +,P4 

4-  4'  4"  (Ma 

t 

dtJh 

< + P,X 

= 

0, 

4~  -K 

4-  Q//47  4“P//X 

>'  + (N, 

= 

0. 

Um  diesen  Gleichungen  Genüge  zu  leisten,  braucht  man  nur  die 
Hauptvariabein  K,  v,  4,  43  v',  % derselben  Exponentialgrösse,  de- 
ren Exponent  eine  lineare  Function  von  x,  y,  z,  t ist,  proportional 
zu  setzen;  folglich: 


*)  Cauchy  Ex.  d’An  et  de  Pb,  Math.  Tome!,  pag.  42— 48» 
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(141) 


ua?-J-vv+WÄ-“~st  u*-f-vr/+wz — st  u^-f-v?/+ws — st 

4 = Ae  ' , -u  = Re  ' , ä,  = Ce  , 

ux-f-vy-f-wz — st  ux-f-vy-j-wz~st  ux-f-vy-J-wz— st 

4'™  A'e  . x>*=  ß'e  , 4'=C'e  , 

wo  u,  v,  w,  s,  .df,  B.  C,  ß',  C'  den  folgenden  Gleichungen 
Genüge  leisten  müssen: 

( 142) 

(2  — + + + + = o, 

wa  + m-s^B  + yc+m,A'+mfB'+  y,c'  ==  o, 

£L4  4- <|>ß  4- (9?—  s*)C+£L,A'-\-y,B'  + W,C'  = 0, 

/2^  + ,9?ß  + ,QC  + (2„  — s *)A'  + W„B‘  + £„C'  = 0, 
,^+3ß+  ,K  + m„Aj  s2)ß'  + %a  = o, 

,£U  + 4-,9?C  + D„.4'  + <P„B'  + (W"~-8*)C'  = 0, 

wo  die  Werthe  von  2,  9)1, ....  2,,  SB,, ....  ,2,  2„,  9)?/0  .... 

aus  denen  von  L,  M, . . . . L,,  M,, ....  ,L,  ,M, ....  L„,  IM,,, 

(19)  hergeleitet  werden,  wenn  man  in  diesen  statt  der  Characte- 
ristiken  d^.,  dy,  dz  die  Grössen  u,  v,  w einsetzt.  Setzt  man  folglich: 

(143) 

® = S|mf(r)(eUa'  + V^+ü?l)j  _s{m<f,(r)|( 


& = Sj“d,f(r)  ( 


ux-f~vy-f»vvs 


1 — («x-f  vy+ws)  — 


(nx-j-vy+ws)2 


)i- 


0,  — S | in'  f,  (r)  e 


ux  -J"  Vy  + wz 


£>/  = S j“4pf,  (r)  (< 


ux  -J-  vy  4”  WÄ 


1 — (ux  + vy  + wz)  ^ | , 


= S | in  k (r)  e 


ux  4-  vy  4-  wa 


4b 

ü„ 


S 1 ~ dr  f,  (r)  ^ellX  — *1  — (ux  + vy-f-  w:)  ] j , 

S ! m'f„ (r)  (i"r  i~'{l  r — *l)  J — S J in  f, (r)  j , 


= Sj^drf„(r)(. 


ux-j-vy+wz 


i — (ux+vy-j-wz) 

— s 


(ux4-vy.-t-wz); 


)i- 


m , „ (ux -J- vy 4- wz)a 

Td'f'(r) 5 


so  werden: 


der  Wellenbewegung. 
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(114) 

P = dydw&,  0 = dudw£,  o?  = dudv£), 

s,  = ©, -H2£„  m,  = ®,  + d2&„  tf,=  + d££„ 

P/  = dvdw^,,  0,  = dudvv&,9  % — dudv£,, 

,2  = ,@  + d2,£,  3 = + d2,£,  ,m  = ,@  + <^,£, 

,33  = dvdw,$,  ,0  = dlldvv/^,  ,9?  = dudv,|), 

s„  = @„4-d*&„,  a&„  = ®„  + a;f>,n  %,  = ®/,  + ai$„. 

— dvdw£„,  0„  = dudvv£„,  m„  = dudv£>„.  — 

Eliminirt  man  jetzt  die  Factoren  A,  B,  C,  A\  B\  ü aus  den 
Gleichungen  (142),  so  erhält  man  die  folgende  Gleichung: 

(145) 

S = (s2  — 2)  (s2  - 23?)  (s2  — 9?)  (sa  — <JJ)  (s2  — 0)  (s2  - 3?)  — etc,  . . = 0. 

Nimmt  man  jetzt  an,  s sei  eine  beliebige  Wurzel  dieser  Glei- 
chung und  bezeichnet  durch  «,  ß9  y,  ß\  y*  sechs  beliebige  Con- 
sta nten,  so  können  die  Gleichungen  (142)  auf  folgende  Weise  ge- 
schrieben werden: 

(146) 

(2  — s2) a + mn  + dg  + z,a‘  + m,B‘  4-  0,c'  = -«s, 

ClGl  4-  (50?  - s2)ß  4-  $ C 4-  3ft,A'  + m,B'+  <p,C'  = — ßS9 
£A  + yB  + (m—  s>)C+£l,A'+ ¥,&  + %&  = — yS, 

,2A  -h  ,mn  + ,00  + (2„  — ’s 2)A'  + %,B'  +Dr,CJ  = - a'S, 

,mB  +,MB+  tyC  + m„A'  + (50?,, — s2)B'  + %,a  = * — /3'S, 

,ZA  + WB  4-,9?C  + £ttA‘  + %E‘  + (9?„-s2)C"  s=  — y'S, 

und  hieraus  erhält  man: 


A = 

£ a 

+ ttß  + ©y  4-  §,a! 

+ 

B,/3' 

+ ®,y\ 

1?  = 

la 

+ <Pß  4-  $)y  - {-  fl,«/ 

4_ 

$S,ß' 

+ py, 

C = 

©a 

4"  Pß  4°  Uly  -f>  ©,a' 

4” 

f,ß‘ 

+ 

== 

,|Ta 

4”  /B/3  -f-  ,©y  -{-  §tf 

«' 

+ 'i 

;ß*  4”  ^nV't 

ß'  = 

3a 

; 4~  / 4“  /P  >*  4~  3l/; 

(<x' 

+ ja 

,ßJ  4-  P^y3 

c#  = 

,©a 

- Hh  /P/^  d~  r^ly  4~ 

+ f, 

4°  p^y» 

oder: 

(147) 

_ ’ -4 

£ a + B/3  + ©y  + §,  a f + \\,ß‘  -f  ©,y' 

__  B _ 

~~  «a  + &ß  + fy  + U,a'  + Jfy/3'  + P,y' 

> 

C 
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_____  A‘_ 

~ >T+  Vß  + ,©y  + #>'  + %,ß'  + ©„/  ~ 

~ ,Ba  + ,m  + ,Vy  + + &,ß'  + V„y‘  ~ 

er 

,©a  -f-  ,P/3  -j-  ,tl  y ©„«'  -j-  V/iß'  ~1”  tl„  y' 

wo  g,  #t,...  ,g,  ,|tt, ...  g„,gü„,..  durch  die  folgenden 

Gleichungen  bestimmt  sind: 

(148) 

$ = -(s2-SÖ?)  (s2  - 3?)  (s2  - 2„)  (s2  - SO?,,)  (s2  - 3?„)  + . . . ■ 

jn  — _(s2  — £)  (s2_3?)  (s2  - 2„)  (s2  — SO?,,)  (s2  ~ 3?„)  + , . . . 

tl  = ~(s2  — 2)  (s2  — SO?)  (s2  — 2„)  (s2  - SO?,,)  (s2  - 3?„)  + 

J>  = (s*  — £)  (s2  - 2„)  (s2  -SO?„)(s2-  3?„)  - . . . . 

© ==  Q (s2  -SO?)  (s2  — 2„)  (s2  -SD?„)  (s2  - 3?„) 

* = Oft  (s2  — 9?)  (s2  — 2„)  (s2  — Sö?„)  (s2  — 3?„)  — . . . . 
g,  = 2 (s2— S0?)(s2  — 3?)  (s2—  S0?)(s2-2„)  — .... 

$»,  = SO?(s2  — 2)  (s2  — 3?)  (s2  — £„)(s2  — 3?,,)-.... 
fl,  = 3J (s2  — 2)  (s2-SO?)  (s2  — 2„)  (s2  — Sö?„) — . . . . 

Ji,  = <)3,  (s2  - 2)  (s2  - 3i)  (s2  - 2„)  (s2  - SD?,,)—  .... 

©,  = Ö,(s2-SO?)(s2— 3?)  (s2  — £„)  (s2  — SO?,,)  - .... 
ft,  = £ft,  (s2  -5«)  (s2  — 3?)  (s2  - 2„)  (s2  — 3f„)  — . . . . 

,g  = ,2  (s2  -2»)  (s2  - 3?)  (s2  -SO?„)(s2  - 3?„) 

,4®  = ,®J(s2  — 2 ) (s2  — 3?)  (s2  — 2„)  (s2  — 3?„)  — . . . . 

,fl  = ,3?(s2  — 2)  (s2  — SD?)  (s2  — 2„)  (s2— 3»,,)—  .... 

» = ,))  (s*  — 2)  (s2  — SD?)  (s2  — 2„)  (s2  — 3?„)  — . . . . 

,©  = ,Q(s2  - 2)  (s2  — SO?)  (s2  — SO?„)(s2  — 9?„)  — . . . . 

,ft  = ,9t  (s2  — 2)  (s2  — 3?)  (s2  -Sfl?„)(s2  — 3?„)  — . . . . 

ft,  = -(s2  - 2 ) (s2  - SD?)  (s2  - 3?)  (s2  - SO?,,)  (s2  - 3?„)  + • • • • 

J»„  = — (s2  — 2)  (s2  — SO?)  (s2  — 3?)  (s2  — £„)  (s2  — 3?„)  + .... 

ft„  = — (s2  — 2)  (s2  — SO?)  (s2  — 3?)  (s2  — 2„)  (s2  — SO?„)  + .... 

P„  = Sp„(s2  - 2)  (s2  - SO?)  (s2  — 3?)  (s2  - 2„)  — • . . . 

©„  =Q„(s2  — 2)  (s2  — SO?)  (s2  — 3?)  (s2-SO?„)-.... 

W„  = 9?„(s2  — 2)  (s2  — SO?)  (s2  — 3?)  (s2  — 3?„)  - . . . . 

Die  Werthe  von  a,  ß,  y,  ß',  y‘  sind  willkührlich ; nimmt  man 
an,  fünf  von  ihnen  seien  gleich  Null  und  der  sechste  gleich  der 
Einheit,  so  wird: 


B ft  £ _ _©  _ _,f  /r  _ At  _ .© 

A ~ g ’ A ~ g ’ A ~g~’  ~Ä  ~ ~g'  A ~ g' 

B _ |H  _C_j p_  SL  — JL 

A ft  ’ A — ft  ’ A ~ tt  ’ A ~ ft  ’ t — V.  ’ 

« — y_  c _ it  r _ ,©_  B_  _ J)  £_  __  ,« 

A © ’ — ' ©’  A ~ © ’ A ~ © ’ A © ’ 


oder: 

oder: 

oder: 
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E 

% 

£? 

<L\  ,4' 

B' 

e 

A ~ 

if  * 

,4 

= 1*/  ii 

“ $, 

’’  ^ 

“ i,  ’ 

& " 

B 

#»/ 

fb  A' 

%, 

B' 

<P„ 

C' 

4b, 

1 “ 

V 

^4 

41/  ./I 

~ % 

’ 4 

ii 

sä| 

VC 

,4 

m ’ 

B 

4b 

C 

tu,  J/ 

B' 

4b, 

C" 

%, 

il  ~ 

" <üt/ 

,4 

” ©, 

’ 4 

* e,5 

J.  “ 

©,* 

und  folglich  werden,  wenn 

man 

durch  «419  A 

2?  -^1? 

u44, 

oder: 


sechs  beliebige  Constanten  bezeichnet,  die  Verschiebungen  4, 

4'  i»',  4'  durch  eines  der  folgenden  Systeme  von  Gleichungen  aus- 
gedrückt  j 

(149) 

ux  -{-  vy  -}-  ws  — st  ux  4-  vy  + wj  — st 

4 ==  § e t ~ 5 

, UX  + VJ/  + WÄ  — St 

^ 

,,  M - nx  + vy  + ws  — st  y a ai  + vy  + WJ-st 
- •“  A$  i%  ® 5 ~ -A  i ffäc  ) 


i‘=AL,<0.c 


U*  + V^+  WJ— st 

5 

(149)1 


ux  + vw  4-  ws  — st  ..  ux  + vm  + ws  — sl 

4 = A%  ti  e , v ==  A2  JH  e , 


ki 


= 


4 = ^2Pe 

ux  + vy  4"  wj  — st 


u x 4-  vy  4~  ws  — - st 

? 

U X’  4 ' V </  + W £ - s t 


4 3=  a,  ee 


4'= 

(149)» 

iU’  4*  v.V  "f*  ws  *—■  st 


, -0'  = /f2(ihc 
uar-J-Vy  + vvs  — St 


, u = A, 


ux  4“  vy  4“  w*  — st 


ii 


= As,®e 


4 = ,i3  tle 
ux  + vy  + ws-st 


ux  + vy  + ws  — st 

U x 4~  \y  4*  W z — st 


4ys=  ^l3/tlte 


, u'  = A3  rpc 
ux  4-  vy  4-  vvs  st 


(149) 


III 


U x -f  v y + vv  i — s t u x 4~  V y + w * s t 

c — 1 4 £/ e , u‘  A4  It^e  ‘ , 


4y  = At  $“„e 


4 s=  /i4©,e 
u a?  4~  v v 4~  vv  Ä 


Ux  4“  Vy  4"  ff-  — St 


St 


TJ 


u x 4‘  v y 4“  vv  ä — s t 


4'=il4©„e 


u x 4"  v y 4“  w x — s t 


12* 
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(149)IV 

nx  -{-  vy  + wä  — st  u#  4-  vy  4*  wz 

, v = A:,  Jti,e 

, _ n*+vj/  + W3“St 

4 = A,%\e 

u x + V!|4- w:  — st 
Aä%,e  — 


st 


i 

Ara  $„e 


, v'=  AäJtt„e 
uar  + Vy  + Ws  — St 


Ux  -f-  yy  + Ws  — St 


4 


4' 


( !49)v 

f «*  + W + wz--st  ua:  + vy  + wz' 

Ag  0,e  , x>  ~ Ä6  |V  e 

M ux  4.  vy  + wa  — St 
4 = A61Il,e  ^ 

M Uü  + vw  + ws  — st  u®4-vv  + ws 

A6©„e  J ™ ~ -r  y-r 


st 


i'  = Aet I„e 


, u'=  AeTß„ c 
ux  + vy  + wz  — st 


st 


§.  12.  Zusammensetzung  der  allgemeinen  Integralen 

aus  den  particulären. 

Die  allgemeinen  Integralen  der  Gleichungen  der  unendlich  klei- 
nen Bewegungen  eines  oder  zweier  Systeme  von  Molekülen,  welche 
wir  in  den  Gleichungen  (30)  und  (35)  gegeben  haben,  können  als 
die  Summe  einer  unendlichen  Menge  particulärcr  Integralen  der 
Formen  (140)  und  (149)  angesehen  werden.  Betrachten  wir  näm- 
lich den  Fall  zweier  Systeme  von  Molekülen,  so  wird  die  Summe 
der  verschiedenen  particulären  Werthe  von  4 (149)  werden: 

\ ux  4-  vy  4*  wz — st 

4 = U^+ + + + + T * r 

wo  s eine  Wurzel  der  Gleichung: 


S = F (u,  v,  w,  s)  = 0. 

Addirt  man  nun  wieder  die  den  verschiedenen  Werth cn  von  s 
entsprechenden  Werthe  von  4»  jeden  mit  einem  Cocfficientcn  mul- 
tiplicirt , so  wird : *) 

u#  -f-  vy  + wz  — st 

£ = C ( A , § -f-  A 2 U 4-  A 3 ©-  4.  A i §f  4-  Ä 5 % 4-  A()Vr,)  V V7S)] 

Ua.’  4-Vy  + WZ  4"  ßt 

^ 4*  A21lt4-  A3QÖ.  Ar  A^t  4-  As%  4*  A6©,) — v w s)  ~ J 


*)  Siehe  die  Anmerkung  pag.  106. 


der  Wellenbewegung, 


weil  $ etc.  und  F (u,  v,  w,  s)  alle  gerade  Functionen  von  s. 
Giebt  man  hier  succcssive  u,  v,  w alle  mögliche  Werthe  zwischen 
— oo  und  +go  und  addirt,  so  wird: 

(150) 

+ °° 


4 = E 1 1 1 + 


,"'+'’+”'+“j.a.dw 


11 


[F(u,v,w,s)]s 


-CO 


Ebenso  erhält  man: 


-f-c© 


(151) 


’“7 


(i 


(d,B  °4“ -‘I2  + -43p  + + ol5  Jlt, •=}=  ylgfb) 


ua74-vv-J-WJ5+st.  _ _ 
e . dud¥dw 


[F(u,v,w?s)]s 


-CO 

co 


i — - G I i I O'DGlt  "h  ^3^1  + -d4dj,,  “S“^5$V  4"  dglß,) 


Utf+Vy-J-WÄ-fst 

e dudvdw 


[F(u?v,w,s)]s 


■CO 

-f-c© 


b — - Cf  I I C^i/f + “j“  + 


UiF  + VJ/-f  WÄ  + St 

e du  dv  uw 


7 


[F  (u,v,w,  s)]s 


— CO 

4-cc 


U^-t-V^+WÄ-f-St 

G III  "*pr^3  v ~ syj“ 


; 

4'  — l 


— CO 
»J_CO 

/// 


7 11 


Ua?-|„Vi/+W5+Sfc 

e dudvdw 


|F(u,v,w?s)Js 


-CO 


Will  man  jetzt,  dass  die  Hauptvariabein  4,  v,  4,  4',  u',  4y  und 
ihre  Differentialen  dt4,  d^u,  dt4s  dt4%  d^V,  dt4'  für  t = 0 den  fol 
genden  Gleichungen  Genüge  leisten  sollen: 

(32) 

4 = <p  (x,  y5  z)  ; u ^ ap  (x,  y,  z)  ; 4 = % (^5  y>  Ä)» 

4'  = 9'  0^3  s)  5 v'  = 11/  (x,  y,  ä)  ; 4'  = %'  (*,  V,  *)» 

dt4  = <$(#,&*)$  d(  u = t V{x,y:z)*7  dt4  = x (x,  y,  z\ 

d|4y  = dto'  = ^ y, »)  5 dt%  = X'(#,y,Ä), 
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so  muss  man  offenbar,  weil  §,  Jtt,  H etc.  gerade  Functionen  von  s 
sind  und  weil  immer: 

$(s2) 


£ 


setzen: 


[F  («’)1 

(152) 


= o. 


AL  = Ct  + C[s,  A,  = C2  + C2s,  A3  = C3  + C‘3s, 

A 4 — G4  -J-  C4S,  As  = C5  -f-  C58,  Aß  = Cß  -j“  G6S, 
wo  Cj,  C2,  ....  unabhängig  von  8 sind.  Man  erhält  dann, 

weil  die  Grösse  £,  4tT,  tt,  fil„,  Ut„  Function  des  2n  — 2ten 
Grades  und  die  übrigen  nur  vom  2n  — 4ten  Grade  in  Bezug  auf  s 
sind,  während  S = F (u,  v,  w,  s)  2nten  Grades  ist,  und  weil  folglich : 

V 


cm~0'  c(sjs-0”- 

[S]s  “ *>  C[S]s  ~ *’ 


Ci 


[S] 


= 0,  . . . 


-iS 


P ± L , 

c[SL  - 1. 


die  Gleichungen: 


<p{x 


y'z)  =JXfc[ 


ux  -j-  vy  -f-  Ws 


dudvdw 


•CO 

— j—  co 


MX  -j-  Xy  -f-  WZ 


dudvdw. 


-CO 
-j-CO 


1p  (a? 


■’»■>  -fffo 


ux  -f-  vy  -j»  wz 


dudvdw» 


-CO 

-4-  co 


®(x,y>  z)  = ffßj 


mx  4»  vy  -j~  ws 


dudvdw, 


-co 

-j-CO 


% 0» 


•yr‘} 


ua;  -j-  vy  -f-  wz 


dudvdw, 


-co 

CO 


Tt(x,y,z)  — 


ux  -j-  Vy  -J-  Wz 


dudvdw 


— co 

-j-CO 


> , u^-j-Vy-f  ws 


dudv  dw. 


-co 
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(r, y, r)  = + 


-co 

-}-co 


r4j/  (^y? s)  ~ 


/ u#  -{-  vy  + ws 


du  dv  dw, 


-CO 

-f-CO 


vlx  -{-  vy  + w z 


xlr'(x,y,z)  = JXA-"  ' ' dudvdW; 


,00 
4- CO 


fc'toy**)  = cX>/I/^7^e 


/ U^  + Vy-f-WO 


du  dv  dw, 


•CO 
-}-  CO 


X'foy,*)  — f([fC^  1 ?V  ^ ^ dudvdw 


■CO 


Vergleicht  man  diese  Formeln  mit  der  Formel: 

(41) 

-{-CO 


u>0,2/,s)  = 


1 /*  f*  f*  f*  f*  /Ju(^~>3  + v(y— (U')+w(a— v) 


(2äV/-— l)‘ 

— 1 co  , w (^,  (u,  r ) , d>j  d/i  d^  du  dv  d w 

so  sieht  man,  dass  man  machen  muss: 

v,  e=  7 1 - - /' /' /c~"u  ” v"  ~ ”'a' d:-.d,..dr, 


■CO 

-{-co 


<?l  “ (2*i/-'i yßßß 


e V"  <p  (>j,  fx}  v)  d>o  d^t  Av 


? 


•co 

-{-CO 


=J^Tiyßßß 


uXi  — v/t  — wv 


X(?j,^,v)  d^d/tdr, 


-00 

-{-CO 


(2 


ß^yßfß 


-co 

-{-co 


°3  - (ß~i?ßßß 


e üA)  V4<<’  ^ ^ (Ar,  j r)  dAr  du  dv, 


— 00 


I 


144 


Allgemeine  Gesetze 


-f-co 


1lk  — V{L—WV 

e a[>  (>u,  /i,  r)  d>.  dxi  dv 


■CD 
-{-CO 


c-=T^hyfXfi 


-t^-Va-wv 

e <X>  (>;, /(, r)  c3>j  d/i  dr. 


-GO 
— J—  CO 


- <; X=irfSß 


— — VtX  — XVV 

e 9 dXidftdv, 


■CD 

-}-00 


Cs 


. &x 


— Uh—V/Ll  — WV 

e X'  (>j, /t,  ?')  d?u  d/i  dv, 


-CD 

~J-  CD 


” j^hr-ffß 


-Vh  — V/LL  — \XV 


(fy  /ll,  d/\>  d/x  di'5 


CO 

— j-  CD 


Cö = 


(2*1/— l) 


axy- 


e TP'  (X>,  /x,  x')  d?o  d/x  dv, 


-00 

— J—  GO 


Ct 


(2*1/— l) 


.///■ 


U>J‘ — v/x  — wv  / 


a}/  (>;,  /x}  r ) dXi  d/x  dv. 


— CD 


Substituirt  man  diese  Wertlie  in  den  Gleichungen  ( 152)  und  die 
hierdurch  erhaltenen  Wertlie  von  yll5  A2  ....  A&  in  den  Glei- 
chungen (150)  und  (151),  so  erhält  man  eben  die  Integralen  (35), 
wenn  man  noch  bemerkt,  dass  die  Grössen  §,  etc.  aus  den  cha- 
racteristischen  Functionen  j L,  M ... . (34)  hervorgebracht  werden, 
wenn  man  da.,  d^,  ds  mit  u,  v,  w wechselt.  — 

§.13.  Einfache  Bewegungen  eines  oder  zweier  Systcr ie 

von  Molekülen*). 

Die  Integralen  (133)  und  (141)  werden  einfache  Integralen  ge- 
nannt. In  diesen  können  die  Wertlie  der  verschiedenen  Conslantcn: 

u,  v,  w,  Ä,  B,  C,  A\  B\  C 
und  folglich  auch  die  Wertlie  der  Hauptvariabein: 


4,  v9  4',  *u',  4' 


*)  Cauchy  Ex.  d’An  et  de  Pb.  Math.  Tome  I.  pag.  10 — 15  u.  48— 52, 


der  Wellenbewegung. 
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reell  oder  imaginär  sein.  Im  ersten  Falle  werden  die  Gleichun- 
gen (133)  und  (141)  die  unendlich  kleinen  Verschiebungen  der 
Molekülen  in  einer  Bewegung,  die  im  Verhältniss  zur  Constitution 
des  einen  oder  der  beiden  gegebenen  Systeme  von  Molekülen  un- 
endlich klein  ist,  vorstellen.  Im  zweiten  Falle  werden  die  reellen 
Theile  der  durch  die  Gleichungen  (133)  und  (141)  bestimmten 
Werthe  der  Hauptvariabein  noch  den  Differentialgleichungen  (14) 
und  (21)  Genüge  leisten,  und  diese  reellen  Theile  werden  dann 
augenscheinlich  die  unendlich  kleinen  Verschiebungen  vorstellen. 
In  jedem  Falle  wird  die  unendlich  kleine  Bewegung,  welche  die- 
sen Werthen  von  4,  v,  4,  4',  4'  entspricht,  eine  einfache  Bewe- 

gung genannt,  und  durch  plane  Wellen  sich  fortpflanzen.  Die 
durch  die  Gleichungen  (133)  und  (141)  gegebenen  Werthe  von 
4,  tj,  <4,  4',  *u',  4'  werden  im  ersten  Falle  die  wirklichen  Verschie- 
bungen, im  zweiten  Falle  die  symbolischen  Verschiebungen  der 
Molekülen  längs  der  drei  Coordinataxen,  und  die  Gleichungen  (133) 
und  (141)  werden  im  letzten  Falle  die  symbolischen  Gleichungen 
der  einfachen  Bewegung  genannt.  Setzt  man  folglich: 

(153) 

u = V -j-uy/ — i,  v™V-}-tfl/ — ij  w = W -j-  io  1/ — 1?  ss^S-fsl/ — 1) 

* M/CIi  „ v\/~i  tVV~i, 

,1  = ae  , ß = b e ,C  = ce  , A=ae 

(jJ\/ — 1 v‘  \/ — 1 ) 

B'  = b'e  , C'  = c'e 

wo  U,  V,  W,  w,  v , iv y S,  s.  a,  b,  c,  a',  b',  c',  \ v,  V,  v‘ 
reelle  Grössen  bezeichnen,  und  wenn  man  noch  der  Abkürzung 
willen  setzt: 

(154) 

Q — ux  -{-  vy  -f-  wz,  P = Ux  -j-  Vy  -J-  Wz, 
so  werden  die  reellen  Theile  der  Gleichungen  (141): 

(155) 

P-St 

4 ==  ae  cos  (q  — st  -f-  A# ) , 

, P~St  , 

v — b e cos  ((3  — st  -f-  ,u), 

P-St  , 

4 = ce  cos  (q  — st  -f-  v 
P— St 


4'  = a'e 


COS  (q  — st  V), 


P — St 

= b'e  cos  (q  — st  -j-  fx'), 


4'  — c'e 


P— St 


cos  (q  — st  -f  v'). 


V. 


13 
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Aus  den  ersten  drei  Gleichungen  erhält  man,  wenn  \ /x,  i gleich  sind : 

(156) 

i _ 1 _ i 

a b c ? 

wenn  ^ v ungleich  sind,  in  Folge  der  bekannten  Formeln: 

cos a sin  (ß  — y)  -f-  cosß  sin  (y— <x)  -f-  cosy  sin  (a— ß)  = 0, 
cos2ß  -f*  cos2  V — 2 cos  ß cos y cos  (ß  — y)  “ sin2  (ß  — y), 
welche  stattfinden  für  beliebige  Werthe  von  «,  ß,  y,  und  wenn 
man  in  diesen  Formeln  setzt: 

a = Q—st  -{-h,  ß = q — st  -f-  /x,  j;  s 

(157) 

u 


<£  ' * ^ 

— ■ sin  Ql  — v)  -f-  ~ sin  (v  — X/)  — sin  (>j  — ,»x) 


Gr)  ~ .Os  (-,-»■)  + (i)’ 


= 0, 
2P  — 2St  . 


sin2  Ql—v). 


Ebenso  erhält  man  aus  den  letzten  drei  Gleichungen  (155),  wenn 
V,  jLh\  v 1 gleich  sind: 

(158) 


4' 


wenn  V,  pf,  v*  ungleich  sind: 


TJ 

b7 


/ 


(159) 


sin  QiJ  ~-v‘)  -j-  ~ sin  {v‘  — V)  -J-  ^ sin  (V  — /x')  = 0, 
a b c 


2P— 2St  . 


(f)*  — T^'08^'— *')  + (I)’  = e*‘  *"  WO'— »O- 


Die  von  jeder  Moleküle  des  ersten  oder  zweiten  Systems  von  Mo- 
lekülen beschriebene  Linie  wird  folglich  immer  eine  durch  die 
Gleichungen  (156)  und  (158)  ausgedrückte  gerade  Linie  odereine 
durch  die  Gleichungen  (157)  und  (159)  ausgedrückte  Ellipse  sein. 
Diese  Ellipse  kann  sich  auch  auf  einen  Zirkel  reduciren.  Der  un- 
veränderliche Plan,  mit  welchem  diese  Ellipse  immer  parallel  ver- 
bleibt, ist  für  das  erste  System  von  Molekülen  durch  die  folgende 
Gleichung  ausgedrückt: 

(160) 

^ v z 

— sin  (jll  — v)  4-  sin  (v  — 7«)  -j-  — sin  (Xi  — /ul)  — 0» 
a d c 

und  für  das  zweite  System  durch  die  Gleichung: 

(161) 


der  Wellenbewegung. 
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Um  den  am  Ende  der  Zeit  t durch  den  Radius  vector  der  ersten 

1 

Ellipse  beschriebenen  Seclor  zu  finden,  braucht  man  nur  zu  be- 
merken, dass  die  Projection  dieser  Ellipse  auf  den  Plan  Cu,  4) 
durch  die  letzte  der  Gleichungen  (157)  gegeben  ist;  die  Projection 
dieser  Ellipse  auf  den  Plan  (u,  4)  wird  folglich  gleich  sein:*) 


o 


Nun  ist  aber  wegen  der  Gleichungen  (155): 

4dt-u  = — S4'u  + s4'u  fang (q  — st  -f  ^)? 
x)dt  4 = S4'u  + lang  (q  — st  -J-  v)y 


Bividirt  man  diese  Projection  mit  dem  Cosinus  der  Winkel,  welche 
den  Plan  der  Ellipse  mit  dem  Plane  (*u,  4)  machen,  so  erhält  man 
den  gesuchten  Sector.  Aus  der  ersten  der  Gleichungen  (157)  sieht 
man  aber,  dass  der  Cosinus  dieser  Winkel  ist: 

b c sin  (üb—~v) 

1/  [b2  c2  sin3  (/Li — v)  -{-  a2  c2  sin2  (v— X)  + a2  ba  sin2  W — ^)]  ’ 

folglich  wird  der  gesuchte  Sector  gleich: 

(163) 

— e J V/[b2c2sin2(/a — v)  + a2c2sio3(v— X>)  + a2b2sin2(>j — /t)]. 

Ebenso  wird  der  am  Ende  der  Zeit  t vom  Radius  vector  der  zwei- 
ten Ellipse  beschriebene  Sector  gleich: 

(164) 

^e2P(l— e~2St)l/[b'VIsins(1u/-' >0 + a'V*sina(V— ^)  + a'Jb'JsiD5(V-lu')]. 

Das  Verhältniss  zwischen  diesen  beiden  Sectoren  wird  folglich  un- 
abhängig von  t,  xy  z sein,  und  folglich  dasselbe  verbleiben  in 
jedem  Augenblick,  so  wie  in  jedem  Punkte  des  Raumes,  — Wenn 

*)  Moigno  Legons  de  calcul  differentiel  pag.  285, 


13* 
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S verschwindet,  d.  i.  wenn  die  Verschiebungen  nicht  mit  der  Zeit 
abnehmen,  so  sind  diese  beiden  Sectoren  der  Zeit  proportional,  da 
man  dann  hat: 

lim  (*=1*^) = *• 

Bezeichnet  man  durch: 

- ßi  y 

die  Cosinus  der  drei  Winkel,  welche  eine  feste  Axe  mit  den  po* 
sitiven  Coordinataxen  bildet,  und  nennt  > und  die  Verschiebung 
gen  parallel  mit  dieser  festen  Axe,  so  werden: 

(165) 

^ = a|  -J-  ßxj  -f-  yg,  -f-  ßv'  + y4J, 

und  folglich,  wenn  man  um  abzukürzen  setzt: 

aacosX*  -j-  bßcoo^a,  -f-  cycosv  =s  hcosp, 
aasinXi  -J-  b/3sin<u  -J-  cysmv  = h siop, 
a'acosV  + b'ß'cos/i,  -f-  c'j/cosr  = h'cosp', 
a'asinV  -j-  b'/3' sin/r.  -j-  c'V sinv  = h'sinp': 

( 166 ) 

, P-St  , 

> he  cos  (q  — st  -f-  p)j 


P— St 

h'e  cos  (g  — st  -f-p9» 


In  Folge  dieser  Gleichungen  werden  die  Verschiebungen  einer  Mo» 
leküle  längs  einer  beliebigen  festen  Axe  verschwinden: 

4°  in  einem  gegebenen  Augenblicke  in  einer  Reihe  von  Plä- 
nen, die  dem  durch  die  Gleichung: 

(167) 

q ss  u%  -f-  vy  -J-  iv z sfs  0 

bezeichneten  Plan  parallel  sind,  und  der  Abstand  zwischen  zwei 
auf  einander  folgenden  Plänen  wird  die  Hälfte  des  Abstandes: 

(168) 


2 7t 

k 


sein,  wo 

(169) 

k SS  p/ [m2  + V2  4»  tü2], 

2°  für  eine  gegebene  Moleküle  in  Augenblicken,  deren  Unterschied 
die  Hälfte  des  Zeitintervalls: 


der  Wellenbewegung. 

(170) 

m 2& 


149 


ist» 

Dieser  Abstand  1 und  diese  Intervalle  T,  welche  die  Dicke 
einer  planen  Welle  und  die  Dauer  einer  Molekulärvibration  be- 
zeichnen, sind  folglich  dieselben  für  beide  Systeme  von  Molekülen, 
so  wie  der  unveränderliche  Plan  (167),  mit  welchem  die  Pläne 
aller  Wellen  parallel  sind.  Die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  ß, 
welche  durch  die  Formel:  \ 

(171) 

„ 1 * 

~ T “ k 

bestimmt  wird,  ist  auch  gemeinschaftlich  für  beide  Systeme,  so 
wie  auch  die  Exponentialgrösse : 

P— St 

e , 

welche  der  Modul  der  einfachen  Bewegung  genannt,  und  das 
Binomium: 

q — st, 

welches  das  Argument  der  einfachen  Bewegung  genannt 
wird.  Die  Ausdrücke: 

JL+  £ e + P' 

k 5 k 

werden  die  Phasen  der  einfachen  Bewegung  des  respectiven 
Systems  von  Molekülen  genannt.  In  Folge  der  Gleichungen  (166) 
werden  die  grössten  Abstände  der  Schwingungen  zu  beiden  Seiten 
oder  die  Amplituden,  parallel  mit  einer  festen  Axe  gemessen, 
im  ersten  Systeme  gleich  sein: 

P— St 


2he 


und  im  zweiten  Systeme: 


2h' e 


P— St 


Diese  Amplitude  ist  folglich  im  Allgemeinen  verschieden  in  den 
beiden  Systemen,  so  wie  die  Grössen  p,  p',  welche  die  Winkel- 

parameter  der  festen  Axe  genannt  werden.  Das  Verhältniss  der 

h' 

Amplituden  zweier  correspondirenden  Molekülen  beider  Systeme 

wird  dasselbe  überall  und  zu  jeder  Zeit  sein.  Wenn  P und  S 
Null  sind,  so  werden  die  Amplituden  der  Schwingungen  2h  und 
2 h'  und  folglich  constant.  Die  Bewegung  wird  ferner  für  einen 
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unendlichen  Werth  von  t erlöschen,  wenn  S nicht  Null  ist,  so 
wie  auch  für  einen  unendlichen  negativen  Werth  von  P.  Wenn 
P negativ  verbleibt,  werden  auch  die  Amplituden  der  Schwingun- 
gen in  einer  geometrischen  Progression  abnehmen  mit  dem  Mo» 


P — St 

dul  e , während  der  Abstand  vom  Plane: 

(172) 

P = JJx  + Vy  + Ws  = 0 
in  einer  arithmetischen  Reihe  zunimmt. 

Man  wird  folglich  im  Allgemeinen  für  jedes  der  zwei  Systeme 
drei  unveränderliche  Pläne  haben,  nämlich:  d)  den  Plan  (160)  und 
(161),  welcher  parallel  mit  der  von  der  Moleküle  beschriebenen 
Kurve  ist,  und  welcher  im  Allgemeinen  nicht  gemeinschaftlich  für 
beide  Systeme  sein  wird  $ h)  den  Plan  (167),  welcher  mit  dem 
Wellenplane  parallel  ist 5 c)  den  Plan  (172),  mit  welchem  jeder 
Plan,  wo  die  Molekülen  sich  befinden,  welche  dieselbe  Amplitude 
haben,  parallel  ist.  Die  zwei  letzten  Pläne  sind  gemeinschaftlich 
für  beide  Systeme  von  Molekülen. 

Setzt  man  die  halbe  Amplitude: 

(173) 


, P-St  . . P-St 
he  = cc 


und  ferner  die  Phase: 

Q + P 


h'e 

(174) 


a 


0 4-  i 

= <p. 


k T!  k 

so  werden  die  Gleichungen  (166)  in  die  folgenden  verwandelt 

(175) 


— a COS  1 2 7t 


■(f-T)l— -ItO-OI. 

Die  Geschwindigkeiten  längs  einer  festen  Axe  werden  zur  Zeit  t: 

(176) 


TJ 


U' 


2sf a . 1 rep  t\»  2 7t  a . {.‘Ixfep  \i 

“ T slTÄ(i  T/I““  T sm I T \ ß v!’ 

27tay  . ^ / gp'  t\i  27t  ct  . 1 2 7t  /cp'  \J 

\T-T)l“-T-"i-T  (ä-‘)i- 


S1D 


27t! 


Unter  einer  dieser  Formen  werden  gewöhnlich  die  Verschiebungen  und 
Geschwindigkeiten  in  den  physikalischen  Lehrbüchern  dargestellt. 


der  Wellenbewegung. 
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§,  14.  Polarisation  der  unendlich  kleinen  Bewegungen. 


Die  im  vorigen  Paragraphen  betrachteten  einfachen  Bewegun- 
gen werden  polarisirte  Bewegungen  genannt,  und  zwar  li- 
near, circular  oder  elliptisch  polarisirte,  je  nachdem  die 
Molekülen  gerade  Linien,  Ellipsen  oder  Cirkel  beschreiben.  Die 
allgemeinen  Bewegungen,  die  durch  die  allgemeinen  Integralen  (30) 
und  (35)  gegeben  sind,  kann  man  sich,  wie  aus  dem  §.12.  er- 
hellt, dadurch  hervorgebracht  denken,  dass  in  demselben  Augen- 
blicke eine  Moleküle  alle  möglichen  Formen  der  einfachen  Bewe- 
gungen ausführen  soll.  Die  Schwingungen  werden  dann  im  All- 
gemeinen alle  Punkte  in  der  Nähe  des  Gleichgewichtpunktes  durch- 
laufen, und  wenn  die  Amplituden  in  jeder  Richtung  gleich  sind, 
werden  diese  Bewegungen  deswegen  un polarisirte  genannt. 

Die  einfachen  Bewegungen  finden,  wie  wir  im  vorigen  Para- 
graphen gesehen  haben,  in  einem  Piane  Statt,  welcher  für  das 
erste  System  von  Molekülen  dem  Plane  (160)  parallel  ist.  Wählt 
man  jetzt  das  Coordinatensystem  so,  dass  einer  der  Coordinatpläne, 
z.  B.  der  Plan  (xy),  diesem  parallel  wäre,  und  dass  die  Coordinat- 
axen  der  x und  y den  Axen  der  beschriebenen  Ellipse  parallel 

wären,  so  wird: 

(177) 


4 = Ae' 


P— St 


cos 


01 


S Be 


P— St 


cos 


9t 


9 + ^TT 


2äI 


und  die  Gleichung  der  beschriebenen  Ellipse  wird: 

/oi  V 2P  — 2 St 

Kb)  = e 


(i)' 


+ 


welche  ein  Cirkel  wird,  wenn: 


A s B. 

Eine  elliptisch  polarisirte  Bewegung  kann  man  sich  folglich  zu- 
sammengesetzt denken  aus  zwei  rechtwinklig  unter  einander  linear- 

polarisirten  Bewegungen,  deren  Phasen  um  \.~  differiren,  und 

deren  Amplituden  im  Allgemeinen  verschieden  sind,  nui  wenn 
die  Bewegung  circular -polarisirt  ist,  sind  die  Amplituden  gleich. 


Fünfzehnter  Abschnitt. 
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Schlussbemerkung. 

Da  in  keiner  physikalischen  Disciplin  so  häufig  wie  im  Ge- 
biete des  Magnetismus  nnd  der  Elektricität  frühere  Arbeiten 
durch  spätere  berichtigt  und  widerlegt  worden  sind,  eben  so  häufig 
aber  auch  dasselbe  Resultat  von  vielen  Seiten  gleichzeitig  erhalten, 
oft  aber  auch  längst  Bekanntes  als  neu  wiederholt  veröffentlicht 
wurde,  so  musste  aus  dem  überreichen  Material  eine  gewisse  Aus- 
wahl getroffen  werden.  Dies  war  besonders  in  Beziehung  auf  die 
ältern  Arbeiten  durchaus  nothwendig.  Ebenso  sind  einzelne  den 
Erdmagnetismus  betreffende  Beobachtungen  nicht  angeführt,  da  sie 
in  den  allgemeineren  Werken  leicht  anfgefunden  werden  können. 
Da  aber  die  elektromagnetischen  Wirkungen  der  Ströme  in  neue- 
rer Zeit  vorzugsweise  als  Maasbestimmungen  für  alle  Elektricitäts- 
quellen  angewendet  worden  sind,  so  wird  es  gerechtfertigt  er- 
scheinen, dass  in  der  Anordnung  des  Inhalts  mit  dem  Elektro- 
magnetismus begonnen  wurde,  an  welchen  sich  die  Induktionser- 
scheinungen wiederum  am  natürlichsten  anschliessen,  welche 
zugleich  den  elektrischen  Strom  in  seiner  einfachsten  Form  dar- 
stellen. Die  komplicirteren  Formen  desselben  (Galvanismus, 
thierische  Elektricität  nnd  Thermoelektricität)  folgen  dann,  zuletzt 
die  momentanen  Ströme  der  Reibungs  - und  atmosphärischen 
Elektricität. 


D o ve. 


Sechszehliter  Abschnitt. 

lieber  das  Auge, 

von 

Ludwig  Moser. 


lieber  den  Weg  der  ^Lichtstrahlen  im  Auge. 

Dieser  Gegenstand  bildet  das  Fundament  der  Betrachtung  des 
Auges  als  eines  optischen  Apparats,  und  es  ist  daher  zweckmässig, 
ihm  einen  eigenen  Abschnitt  zu  widmen;  man  wird  finden,  dass 
hierdurch  einige  wesentliche  Aufgaben  über  dieses  Organ  zur  Er- 
ledigung gelangen.  Das  Auge  lässt  sich  mit  einem  System  sphärisch 
gekrümmter  Körper  vergleichen,  in  welchem  jedoch  die  vorkom- 
menden Dicken  nicht  vernachlässigt  werden  können;  über  den 
Weg  der  Lichtstrahlen  durch  ein  solches  System  sind  in  neuerer 
Zeit  zwei  Abhandlungen  von  Gauss  und  Bessel  erschienen  *), 
die  sich  auf  den  vorliegenden  Fall  anwenden  lassen.  Wir  folgen 
hier  vorzugsweise  der  Untersuchung  des  letztem  Gelehrten. 

Es  sei  ein  System  von  i -f  1 Linsen,  von  beliebigen  Krüm- 
mungshalbmessern und  aus  durchsichtigen  Substanzen  von  beliebi- 
ger Brechbarkeit  bestehend,  deren  Axen  jedoch  zusammenfallen, 
d.  h.  deren  Mittelpunkte  sämmtlieh  auf  einer  und  derselben  Ge- 
raden liegen.  Es  wird  ein  Strahl  vorausgesetzt,  so  gerichtet,  dass 
eine  Ebene  durch  ihn  und  die  Axe  gelegt  werden  könne.  Die 

*)  C.  F.  Gauss:  Dioptrische  Untersuchungen.  Göttingen  1841.  — 
Bessel:  Ueber  die  Grundformeln  der  Dioptrik,  in  Schumacher: 
Astronomische  Nachrichten.  Band  18.  No.  415.  Februar  1841. 

Durch  einen  vom  Corrector  übersehenen  Irrthum  des  Setzers  ist 
von  hier  ab  statt  289  sqq.  337  sqq.  paginirt  worden,  da  sich  der 
Setzer  nach  der  Signatur  gerichtet  und  übersehen  hat,  dass  unter 
den  21  signirten  Bogen  sechs  Halbbogen  sich  befinden,  JEs  ist 
demnach  hier  fcein  Pcfeet  vorhanden, 


V. 


22 
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Ueber  das  Auge. 

Lage  des  Strahls  ist  dann  bestimmt,  wenn  wir  angeben,  dass  er 
die  Axe  unter  dem  Winkel  w und  zwar  in  einer  Entfernung  a, 
von  der  ersten  der  brechenden  Flächen  gerechnet,  treffe.  Was 
das  System  von  Linsen  betrifft,  welche  dieser  Strahl  successive 
durchdringt,  so  müssen  wir  die  Radien  derselben,  ihre  Dicken, 
ihre  Entfernungen  und  endlich  die  Brechbarkeit  ihrer  Substanz 
bezeichnen. 

Es  seien  r,  rA  ,r2 ... .ri  die  Radien  der  vorderen  Flächen, 

£,  • • **0i  - - - hinteren 

d,  dj  ,d2  s...di  - Dicken  der  Linsen,  in  der  Axe 

gemessen, 

e,  eE , e2 .. . .ei__i  - Entfernung  der  Linsen  zwischen  den 

einander  zugewandten  Flächen,  und 
zwar  ebenfalls  in  der  Axe  gemessen. 
Endlich  seien  n n1  n2  . ...m  - Brechungsverhältnisse,  dasjenige  des 

umgebenden  Mediums  = 1 gesetzt. 

Ueber  die  Zeichen  der  Radien  r,  q u.  s.  w.  ist  zu  bemer- 
ken, dass  sie  positiv  genommen  werden  sollen,  wenn  die  vorde- 
ren Flächen  der  betreffenden  Linse  convex  sind,  die  hinteren  Flä- 
chen aber  concav.  So  wäre  also  in  dem  Falle  einer  biconvexen 
Linse  r positiv,  q negativ  zu  nehmen;  bei  einer  bieoncaven  r ne- 
gativ, q positiv  u.  s.  w. 

Wir  haben  jetzt  den  Weg  des  Lichtstrahls,  welcher  mit  der 
Axe  den  Winkel  w bildet  und  diese  Axe  in  der  Entfernung  a 
von  der  Vorderfläche  der  Linse  trifft,  im  Innern  der  Substanz  zu 
bestimmen.  Zu  dem  Ende  nehme  man  an,  dass  dieser  Strahl  die 
Vorderfläche  an  einem  Punkt  treffe,  zwischen  welchem  und  der 
Axe  der  Winkel  t am  Mittelpunkt  der  Krümmung  eingeschlossen 
ist.  Der  Strahl  wird  an  diesem  Punkt  aus  seiner  Richtung  ge- 
lenkt, bildet  nach  der  Brechung  den  Winkel  v mit  der  Axe,  und 
würde  dieselbe  in  einer  Entfernung  b,  von  der  ersten  Linsenfläche 
gemessen,  treffen,  a und  b,  so  wie  die  später  anzuführenden  Ent- 
fernungen werden  positiv  genommen,  wenn  die  Punkte  der  Axe, 
auf  welche  sie  sich  beziehen,  von  den  betreffenden  Flächen  nach 
Innen  zu  liegen.  So  wäre  z.  B.  a positiv,  wenn  der  ursprüng- 
lich einfallende  Strahl  die  Axe  hinter  der  ersten  Linsenfläche 
trifft  u.  s.  w. 

Mit  den  angegebenen  Bezeichnungen  findet  man  ohne  alle 
Schwierigkeit : 
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r sin  Jt — -w  J = (a — r)  sin  vv 

n sin  1 1 — v j = sin  j t — w | 

( b — r ) sin  v = r sin  | t — v | 

Wenn  nun  für  die  Brechung  an  der  bi nieren  Flache  o,  t,  a,  ß, 
den  bisherigen  r,  t,  w,  a,  b,  entsprechen,  so  hat  man  ferner 

q sin  j t — vj  = ( ß — q)  sin  v 


sm  r — cp  j — n sm  jr — \ 
(a — (o)  sin  cp  ~ q sin  j t — cp  j 


Endlich  ist  noch 


8 — b — d 


Diese  Gleichungen  bleiben  für  die  folgenden  Linsen  diese!- 
ben,  wenn  man  die  Typen  an  wendet  und  zugleich  bemerkt,  dass 
mit  Bezug  auf  die  zweite  Linse  a,  = a — e 

und  w1  = cp  ist. 

Wenn  sämmtliche,  hier  vorkommende  Winkel  unendlich  klein 
sind,  so  erhält  man  durch  Substituirung  der  Bogen  für  die  Sinus 

n 1 n — 1 

für  die  erste  Linse:  «r-  = * 

b a r 

n ___  1 n — 1 

ß a q 

aw  = rt  = bv 

i 

acp  = o z — ßv 

ß = b — d 

für  die  zweite  Linse:  r~  = — - •+■  ~J— — - 

b,  a,  i\ 

± + ni— 1 

fii  ai  Qi 

a,  w,  = r,  t,  = b t v , 

«i  9i  = Qi  *1  = ßi  v» 

ßi  = *>»  — d, 

wo.  wie  schon  bemerkt  worden  ist  a,  = a 

/ I 

\ 

Hieraus  nun  findet  sich  at  = - 


e und  Wj  Ky  ist. 


( n j — 1)  + n i 


Qi 


oder,  da  ßx  = b, — d 


(n  i 1) 


n 


n 


22  * 
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Für  ^ findet  man  r~“ 

n , (n  i 


14  * 


a 


oder 


(«>,  — 1) 


+ 


Und  endlich  für  a 


(n — ■!) 


+ 


•e  + a 

1 


n 


+ 


n 


— 1 1 

— +7 


Substituirt  man  diese  letzteren  Werthe  in  den  Werth  von  al9 
so  erhält  man  diese  Grösse  in  der  Form  eines  Kettenbruchs,  wel- 
ches die  einfachste  Form  ist,  unter  der  dieselbe  dargestellt  wer- 
den kann.  In  derselben  Form  stellen  sich,  wie  man  sieht,  die 

_ n b 1 _ 

Grössen  , — und  — dar. 
fit  ni  *1 

Aus  dem  Voranstehenden  ergiebt  sich,  dass  wenn  man  für 
die  1 + 1 Linsen  folgenden  Kettenbruch  aufstellt  r 
1 

1 


1— ni 
Qi 


+ 


di 


n; 


+ 


ni 


ri 


+ 


Ci— 1 + 


1 — ni— 1 
^i-l 


+ 


n 


1 1 

r_  + 7’ 

so  wird  der  Werth  des  ganzen  Kettenbruchs  = ai  sein.  Man 

jj  • bi  1 

wird  ferner  — , — — erhalten,  wenn  man  davon  das  erste,  die 

fix  Di  a;  ’ ’ 

zwei  ersten,  die  drei  ersten  Glieder  trennt,  u.  s.  w. 

Der  Kettenbruch  besteht  aus  4i  -j-  4 Gliedern,  nemlich  aus  2i  + 2 
Krümmungshalbmessern,  i + 1 Dicken  und  i Entfernungen  der  ein- 
zelnen Linsen  von  einander.  Bes  sei  führt  daher  zur  Verein- 
fachung folgende  Bezeichnung  ein. 

Er  setzt  für  ^ ■ ■ * : (4i  + 3) 


für 


Qi 

di 


n 


: (4i  + 2) 


u.  s.  w. 
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also  für 


-e 

n 


n 

n—  1 


Ueber  das  Auge. 
: (4) 

: (3) 

: (2) 

: (1) 


Schreibt  man  für  den  Werth  des  ganzen  Kettenbruchs 
[4i  + 3,a],  für  denselben  mit  fortgelassenem  ersten  Gliede  [4i  + 2,a] 
u.  s.  w.,  so  hat  man,  dem  Vorhergehenden  zufolge 

«i  = f 4 i + 3,  a], 


[4i+2,.],Jf-[4i+l,a],i  [4i,a] 

11  1 di 


und  ähnliche  Gleichungen  für  «i_ 2 .... 

Wenn  ein  Kettenbruch  gegeben  ist 
1 


p + 


öi-i 

ßi-i 


0»  s.  w. 


q+ 


r + * • • * + 4 


z 


so  hat  man  bekanntlich,  um  ihn  auf  einen  gewöhnlichen  Bruch 
zu  bringen,  folgende  Grössen  zu  bilden: 

p,  pq  + 1,  (pq  + 1)  r + p,  u.  s.  w. 

Bezeichnet  man  diese  Grössen  der  Reihe  nach  durch  (p),  (p,q), 
(p,r)  u.  s.  w.,  dann  kann  für  den  Werth  des  Kettenbrucbs  ge- 

(+z) 


schrieben  werden 


(P>  *)' 


(4  i + 2 . a) 
(4  i + 3 . a)1 


Diesem  zufolge  ist  in  unser  m Falle  [4i+3,a]  s 

und  so  erhält  man 

«j  bi  (4i-l;  a) 

ai  ßi  (4i  + 3,a) 

Wenn  man  die  Gleichungen,  welche  wir  oben  für  ei- 
nen Lichtstrahl  mittheilten,  welcher  unter  der  Voraussetzung  un- 
endlich kleiner  Winkel  durch  Linsen  sich  bewegt,  betrachtet,  und 
die  Winkel  wj , vj  , 9 i auf  den  anfänglichen  Winkel  w reduzirt, 
so  erhält  man  leicht  folgende  Relationen: 

wj  = Mi  w ■ 
äi 

Vi  = Mi  ^7  w 


\ 
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M ai  ß' 

M i ; — W . 


wo  mit  Mi  der  Ausdruck 


«i  bi 

a.a,  ...  ai_i  ß.ß , — ßi—i 

(Xr . cfj  | ...  (X\ i b • b ^ ...  bi  — 2 


bezeichnet 


worden  ist.  Mittelst  der  vorigen  Gleichung  (1)  geht  Mi  über  in 

r ! aß  ^ n a.ßi  * (^a) 

(4i — 1,  a) , m so  fern  man  erwägt,  dass  — r = (3,a),  —7-  — 

0 ' ab  <.v  ßj  t). 


Qi— 1 ♦ ßi—i  (4 i — - l,a)  . 

«i_i.bi_!  (4i  — 5,a) 

Daher  erhält  man 


ist. 


w; 


(3,a) 


(4i  — l,a)  w I 


Da  ferner,  dem  Obigen  zufolge 


b*  r. . , . ~i  r a • (4 i — l,a)  . 

a.  =0.  [4i  + l,a]  [4i,a]— ni  ^j^a) 


ist,  so  findet  man 


Endlich  hat  man  noch 


n;  vi 

= (4i  + l,  a)  w — 

II 

C/)i 

s=(4i  +3,a)  w.... 

III 

a i 

_ (4La) 

IV 

CS 

1 

bi 

(4i,a) 

(4i+l,a) 

V 

__  (4i+2,a) 

~ (4i+l,a)  n* 


u 


(4i+2,a)  Vj| 

(4i+3,a) 

Von  den  Gleichungen  l bis  VII  werden  wir  in  den  einzelnen  Ab- 
schnitten Gebrauch  machen,  und  fügen  hier  nur  noch  die  nume- 
rischen Werthe  bei,  deren  man  bei  der  Anwendung  auf  das  Auge 
bedarf. 

Man  kann  das  Auge  aus  dreien  Linsen  bestehend  annehmen, 
welche  sich  berühren,  und  von  denen  die  erste  durch  die  Cornea 
und  die  vordere  Fläche  der  Crystallinse  begränzt  wird,  die  zweite 
die  Crystallinse  selbst  ist,  und  die  dritte  durch  den  Glaskörper 
gebildet  wird.  Hiernach  und  zufolge  der  im  folgenden  Abschnitt 
anzuführenden  Mittelwerthe,  wäre  - 


r tss 

3,390  par. 

Linien.  Radius  der  Cornea 

d= 

1,531  - 

Entfernung  der  Cornea  1 
Vorderfläche  der  Linse 

^3=rts= 

3,153  - 

vorderer  Radius  der  Linse 

dt  = 

2,040  - 

Dicke  der  Linse 

»i  =r  a=~ 

-2,251  ■ 

hinterer  Radius  der  Linse. 
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ferner  n = 1,3366 
11,=  1,3839 
n 2=  1,3360 

Mit  diesen  Werthen  findet  inan  log.  — — - = log. (9)  =9,  J 7396.  n 

1 2 

log.  — e,  = log.  (8)  = — oo 

log.  ——  = log.  (7)  = 9,23184 
Qi 

log.  — — = log.  (6)  = 0,1 6852.il 

**  i 

log.  = log.  (5) =9, 08550 

ri 

log.  — e = log.  (4)  = — oo 
log.  - — — = log.  (3)  = 9,02839 . n 

log.  — ~ = log.  (2)  = . 0,05898 . n 


log. 


n — 1 


Und  mit  Zugrundelegung  dieser  Werthe: 
log.  (1,2)  = 9,94756  log.  (9,8)  = 0, 


(1.3)  =7,66997 

(1.4)  = 9,94756 

(1.5) =9, 05149 

(1.6) =9, 85751 

(1.7)  = 9,37187 

(1.8)  =9,85751 

(1.9)  =9,10692 


(9,7)  = 8,32797 
(9,6)  = 9,98616 
(9,5)  = 9,14370 
(9,4) =9,98616 
(9,3) =8,55404 
(9,2) =9,96736 


log.  (1)=  8,99691 

log.  (8,7)  = 0, 

. (8, 6)  = 0, 16852.  n 

. (8,5)  = 9,91409 

. (8,4)  = 0,16852.n 

- (8,3)  = 9,99028 

- (8,2)  =0,41400.n 

- (8,1)  = 9,85751 ' 


- (9,1)  = 9,10692 
Es  muss  allerdings  wegen  der  Eigenschaft  der  Grössen  unter  der 
Klammer  (1,9)  =(9,1)  und  (1,8)  = (8,1)  sein,  welche  Gleich- 
heit sich  jedoch  natürlich  auf  die  letzte  Dezimalstelle  nicht  zu 
erstrecken  braucht. 


Maassbestimmungeil  über  das  Auge. 

Wir  geben  hier  die  für  die  optische  Betrachtung  des  Auges 

hauptsächlichsten  Grössenverhältnisse  nach  der  Zusammenstellung 

\ 
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von  Treviranus  s).  Sämmtliche  Linearraaasse  sind  in  pariser 
Linien  ausgedrückt. 

1)  Axe  der  äusseren  Seite  des  Augapfels: 

10,2  bis  11,9  nach  Petit 
12.0  - Jorin 

10,  - Sömmerring 

11,  10,  10,5  - Tieüemann 

9,7  10,5  11,0  Trevirarras 

Mittel  10,68 

2)  Dicke  der  Hornhaut  in  der  Axe: 

0,16  bis  0,25  nach  Petit 
0,52  - Brewster 

0,3  0,4  0,54  Treviranus 


Mittel  0,361 

3)  Abstand  der  Vorderfläche  der  Linse  von  der  hinteren  Flä- 
che der  Cornea,  in  der  Axe  gemessen : 

1,25  nach  Petit 

1,1  - Wintringham,  Helsharn.  Treviranus 


1,3  - Sömmerring 

0,89  - Treviranus 

1,5  - Young 


Mittel  1,17 

4)  Dicke  der  Linse: 
2,  bis  2,25 
2,2 
1,6 

1,75  und  2,5 

2,  2 1,8  2,1 


nach  Petit 

Brewster 
Sömmerring 
Tiedemann 
Treviranus  - 


Mittel  2,04 

5)  Axe  des  Glaskörpers: 

6,67  nach  Helskam 

6,2  Sömmerring 

5.5  * Tiedemann 

5.6  6,0  7,0  - Treviranus 


Mittel  6,16 


1)  G.  R.  Treviranus:  Anatomie  und  Physiologie  der  Sinneswerk- 
teuge.  Bremen  1828.  Heft  I.  Fol. 
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der 


6)  Abstand  der  Mitte  der  Pupille  von  der  hinteren  Fläche 
Cornea: 


1,038  nach  Petit 

7)  Radius  des  grössten  äusseren  horizontalen  Bogens  der  Cornea: 
3,5  bis  3,7  nach  Petit 

3,96  - Young 


3.3 

2,65  3.12  3,27 

3.4  3,6  3,4 


Sömmerring 

Tiedemann 

Treviranus 


Mittel  3,39 

8)  Radius  der  vorderen  Krümmung  der  Linse: 

3.0  bis  4,5  nach  Petit 

2,94  - Helsham 

4,2  - Sömmerring 

3.04  2,5  - Tiedemann 

2,6  3,0  2,6  - Treviranus 

Mittel  3,153 

9)  Radius  der  hinteren  Krümmung  der  Linse: 

2.5  nach  Petit 

2,23  - Helsham 

2.4  - Sömmerring 

2.5  2,1  - Tiedemann 

2.0  2,2  2,08  - Treviranus 


Mittel  2,251 

Eine  Reihe  genauer  Messungen  hat  C.  Krause  in  Hannover 
angestellt®)  und  wir  entlehnen  von  seiner  Mittheilung  darüber  die 
folgenden  an  8 Augen  gefundenen  Werthe. 

1)  Innere  Augenaxe,  von  der  hinteren  Fläche  der  Cornea  bis 
zur  Basis  der  Centralfalte  der  Retina 

1 II  III  IV  V VI  VII  VIII 

9,85  10,  9,8  9,5  9,55  9,55  9,4  9,45  Mittel  9,64  p.  L. 

2)  Dicke  der  Cornea  in  der  Axe 

0,5  0,5  0,5  0,45  0,55  0,55  0,63  0,62  Mittel  0,54  - - 

3)  Dicke  der  Linse 

2,  1,9  2,4  2,2  1,85  2,35  1,8  1,85  Mittel  2,04  - - 

*)  Meckel’s  Archiv.  Band  VI.  Poggend.  Annal.  Band  31  und 
Band  39. 
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4)  Entfernung  der  vorderen  Fläche  der  Linse  von  der  hinte 
ren  Fläche  der  Cornea : 

I II  III  IV  V VI  VII  VIII 

1,2  1,35  1,25  1,35  1,25  1,2  1,  1,  Mittel  1,20  p.  L. 

5)  Entfernung  der  Hinterfläche  der  Linse  von  der  Retina: 

6,65  6,8  6,1  5,9  6,4  6,0  6,65  6,55  Mittel  6,38  p.  L. 

6)  Entfernung  der  Pupille  von  der  Hornhaut : 

1,  1,15  1,25  — 1,1  1,1  0,9  0,9  Mittel  0,93  - - 

7)  Radius  der  Cornea: 

4,38  4,12  3,67  3,91  3,84  3,78  3,86  3,72  Mittel  3,91  - - 

8)  Halbe  grosse  und  halbe  kleine  Axe  der  vorderen  Linsen- 
fläche: 

2,05  2,  2,  2,05  2,03  1,95  2,03  2,  Mittel  2,01  p.  L. 

0,95  0,91  1,14  1,10  0,83  0,98  0,95  0,94  - 0,98  - - 

9)  Parameter  der  Hinterfläche  der  Linse: 

4,49  4,99  4,99  4,51  4,83  4,53  4,09  3,79  - 4,53  - - 

10)  Halbe  grosse  und  halbe  kleine  Axe  der  Krümmung  der 
Retina: 

5,12  5,05  5,12  5,07  5,14  5,05  5,05  4,93 

4,45  4,15  4,23  4,41  4,58  4,43  4,41  4,19 

Uebcr  das  Brechungsverhältniss  der  durchsichtigen  Theile 
des  Auges  besitzt  man  Messungen  von  Hawskbee,  Monro, 
Young,  Chossat,  Brewster  (siehe  Treviranus  am  angef. 
Orte).  Für  den  Brechungsindex  der  Luft  1,  des  Wassers  = 
1,3358,  ergaben  die  Messungen 


Chossat. 

Brewster. 

Für  die  wässrige  Flüssigkeit 

1,338 

1,3366 

- Linse  im  Ganzen 

1,384 

1,3839 

(äussere  Schicht) 

1,338 

1,3767 

(mittlere  - ) 

1,393 

1,3786 

(Kern) 

1,420 

1,3999 

- Glasfeuchtigkeit 

1,339 

1,3360 

lieber  den  Durchmesser  der  Pupille  hat  O Ibers  Mes- 
sungen angestellt,  indem  er  bei  verschiedenen  Entfernungen  seine 
eigene  Pupille  im  Spiegel  betrachtete  und  ihre  Weite  durch  zwei, 
der  Cornea  möglichst  genäherte  Zirkelspitzen  bestimmte.  Der 
Durchmesser  der  Iris  war  4/"9. 

Entfernung.  Durchm.  der  Pupille. 

4 Zoll  2,01  par.  Linien 
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Entfernung.  Durchm.  der  Pupille. 


8 Zoll 

2,19  pav.  Linien 

12  - 

2,36  - 

16  - 

2,50  - 

20  - 

2,62  - 

24  - 

2,70  - 

28  - 

2,74  - 

Entfernung, 
1 Fuss 

9 


Lambert  bestimmte  dieselbe  Grösse,  indem  er  sein  Auge  in  ver- 
schiedene Entfernungen  von  der  Oeifnung  im  Fensterladen  einer 
finstern  Stube  brachte,  und  hierauf  möglichst  rasch  die  Weite  der 
Pupille  in  einem  nahe  gehaltenen  Spiegel  maass.  Er  fand* **)) 

Durchm.  der  Pupille. 

4,14  par.  Linien 
1,50  - 
1,70  - 

4 - 1,89  - 

5 - 2,08  - 

6 - 2,31  - 

7 * 2,53  - 

8 - 2,78  - 

9 - 2,89  - 

10  - 3,15  - 


3 


Der  Durchmesser  seiner  Iris  betrug  4, '"70. 

Aehnliche  Versuche  über  denselben  Gegenstand  theilt  Hueck 
mit  *•). 


Von  der  Entfernung  der  Bilder  im  Auge  und  der 

Adaptirung. 

Die  Entfernung  der  Bilder  im  Auge  bei  einer  gegebenen  Ent- 
fernung der  Objecte  kann  leicht  aus  den  Formeln  berechnet  wer- 
den, welche  im  Abschnitt  „Weg  der  Lichtstrahlen  im  Augeiu 
enthalten  sind.  Es  war  dort  (V) 

bj_  (4i,a) 
n;  (4i  +1,  a) 


*)  Lambert:  Photometria  u.  s.  w.  Augsburg  1760  §.  853. 

**)  A.  Hueck:  Die  Bewegung  der  Crystalllinse.  Dorpat  1839. 
pag.  47. 
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wo  a die  Entfernung  hinter  der  ersten  Linsenfläche  bedeutet,  in 
welcher  der  einfallende  Strahl  die  Axe  trifft;  bi  dieselbe  Entfer- 
nung, gemessen  von  der  Vorderfläche  der  i + lsten  Linse  für  den 
gebrochenen  Strahl.  Da  beim  Auge  i — 2 ist,  so  geht  die  letz- 
tere Gleichung  über  in 

K (8  ,_a) 

ns  (V)' 

Nun  ist,  nach  der  Art  wie  die  Grössen  unter  der  Klammer  gebil- 
det werden, 


(8,a)  = a (8,1) + (8,2) 

(9,a)  = a (9,1) + (9,2) 

Befindet  sich  ferner  ein  leuchtender  Punkt  in  der  Axe,  und  zwar 
in  der  Entfernung  a vor  der  ersten  Linsenfläche  (welche  hier  die 
Cornea  ist),  so  ist  in  der  letzten  Gleichung  a negativ  zu  neh- 
men, und  so  ergiebt  sich 

(8,2)  — a (8,1) 


(9,2) — 8(9,1)' 


n, 


VIII. 


Wie  man  sieht,  hängt  b2  bloss  von  a und  von  der  Einrich- 
tung des  Linsensystems  ab,  aber  keinesweges  von  dem  Winkel, 
welchen  der  einfallende  Strahl  mit  der  Axe  bildet.  Das  gefun- 
dene b2  gilt  somit  für  alle  Strahlen,  die  der  leuchtende  Punkt 
aussendet,  vorausgesetzt  nur,  dass  sie  unendlich  kleine  Winkel  mit 
der  Axe  bilden;  d h.  der  leuchtende  Punkt  wird  sich  in  der  Ent- 
fernung b2  abbilden. 

Für  die  mittleren  Dimensionen  des  Auges  nach  Treviranus 
ergab  sich  nach  dem  angeführten  Abschnitt 

(8.2)  — — 2,59423  log.  (8,1  )= 9,85751 

(9.2)  — + 0,92761  log.  (9,1)  = 9, 10692 

log.  n2  = 0,12581 

Hierbei  liegt  die  pariser  Linie  zum  Grunde,  und  in  dieser  Einheit 
muss  auch  die  Entfernung  a ausgedrückt  werden.  ba  ist  von  der 
hinteren  Fläche  der  Crystalllinse  gemessen;  addirt  man  hierzu 
3, '"571 , so  erhält  man  die  Entfernung  der  Bilder  von  der  Cor- 
nea aus. 

Aus  der  Gleichung  (VIII)  ergiebt  sich  nun: 
a b2  b2 

in  Zollen  in  Linien  von  der  Cornea 
oo  7,523  11,094 

30  7,755  11,326 
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in  Zollen 

in  Linien 

von 

der  Cornea' 

15,3 

7,986 

11,557 

10,4 

8,218 

11,789 

7,9 

8,450 

12,021 

6,5 

8,681 

12,252 

5,5 

8,913 

12,484 

4,8 

9,144 

12,715 

4,3 

9,376 

12,947 

Anmerk,  Sollte  man  es  zu  angenäherten  Rechnungen  be- 
quemer finden,  eine  einzige  brechende  Fläche,  die  Cornea,  anzu 
nehmen,  so  könnte  diess  geschehen,  wenn  man  den  Radius  der- 
selben 3///,39  beibehielte,  der  Substanz  aber  einen  Brechungsindex 
1,4416  = n beilegte.  Die  Entfernung  der  Bilder  von  der  Cornea 

würde  dann  7 77^- — betragen,  d.  h.  für  a = ao  11'", 07, 

(n — 1)  a -r  D 

= 30"  11,31, 

=4",3  13,00, 


welches  eine  genügende  Uebereinstimmung  gewährt. 

Wie  man  aus  den  angegebenen  Werthen  von  b2  sieht,  trifft 
selbst  im  günstigsten  Fall  das  Bild  die  Retina  nicht,  sondern  bil- 
det sich  erst  später.  Der  günstigste  Fall  ist  der,  wo  das  Object 
unendlich  entfernt;  dann  liegt  sein  Bild  11 '",09  hinter  der  Cornea, 
während  die  Retina  nur  9'", 83  davon  entfernt  ist.  Daraus  jedoch 
darf  man  nicht  folgern,  wie  es  Einige  gethan  haben,  dass  unsere 
Lehre  vom  Sehen,  nach  welcher  deutliche  Bilder  auf  die  Retina 
fallen  müssen,  unrichtig  sei,  sondern  nur  dass  die  Dimensionen 
des  Auges  oder  das  ßrechungsverhällniss  der  einzelnen  Theile  des, 
selben  nicht  genau  genug  bestimmt  seien.  Wie  liesse  sich  auch 
eine  grosse  Genauigkeit  bei  so  schwierigen  Messungen  und  bei 
einem  Theile,  der  nach  dem  Tode  Veränderungen  unterworfen  ist, 
erwarten?  Nach  Vallee  *)  soll  die  Differenz  der  Rechnung  mit 
der  Wirklichkeit  daher  rühren,  dass  der*  Glaskörper  nicht  homo- 
gen sei,  vielmehr  aus  Schichten  bestehe,  welche  nach  hinten  an 
Dichtigkeit  zunehmen.  Diess  wäre  eine  der  vielen  möglichen  Er- 
klärungen, welche  nur  das  eine  gegen  sich  haben,  dass  sie  nicht 


*)  Vallee:  Memoire  sur  la  theorie  de  l’oeil.  3me.  Siehe  Comptes 
rendus  hebd.  Paris.  Tome  XIV.  pag.  481, 
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thatsächlich  nachgewiesen  worden.  Uebrigens  bringt  es  die  Lage 
dieses  Gegenstandes  (die  Entfernung  der  Bilder  von  der  Cornea) 
mit  sich,  dass  man  für  jetzt  von  den  ferneren  Untersuchungen 
wird  abstrahiren  müssen}  es  würde  z.  B.  kaum  lohnen,  den  ei- 
genthümlichen  Bau  der  Linse,  die  nicht  vollkommene  Sphärizität 
der  Flächen  des  Auges  in  Betracht  zu  ziehen.  Auch  ist  man 
vorläufig  genöthigt,  die  mittleren  Dimensionen  aus  den  Messun- 
gen  an  vielen  Augen  anzuwenden,  obgleich  Krause  und  Tre- 
vira nus  sonst  mit  Recht  bemerken,  dass  man  eigentlich  jedes 
Auge  für  sich  zu  betrachten  habe. 

Was  nun  die  Adaptirung  des  Auges  betrifft,  so  kann  man 
in  dieser  ganzen  Sphäre  kaum  ein  Thema  finden,  über  welches 
verschiedenartigere  Ansichten  aufgestellt  seien.  Ja  wir  begegnen 
gleich  von  vorn  herein  der  Meinung  ausgezeichneter  Gelehrten, 
nach  welcher  das  Auge  in  allen  Entfernungen,  mit  Ausnahme  der 
gar  zu  kleinen,  deutlich  sehe,  ohne  dass  wesentliche  Veränderun- 
gen in  den  Refractionsverhältnissen  ein  treten  sollen.  (Haldat 
will  in  neuester  Zeit  an  der  Crystalllinse  des  Ochsen  beobachtet 
haben,  dass  sie  convergente,  parallele  und  divergente  Strahlen  in 
einer  und  derselben  Entfernung  vereinige,  und  läugnet  dem- 
nach jede  Adaptirung!  (Comptes  rendus  etc.  Mai  1842.)  An- 
sichten dieser  Art  sind  jedoch  nicht  haltbar.  Man  ist  schon  nicht 
im  Stande,  zwei  ungleich  entfernte  Objecte  zu  gleicher  Zeit  deut- 
lich zu  sehen,  sondern  nur  das  eine  oder  das  andere,  worüber 
Hueck  folgende  nähere  Angaben  macht  *).  Man  sehe  bald  nach 
einem  möglichst  nahen  (5  bis  7 Zoll  entfernten)  Gegenstand,  und 
bald  nach  einem  weit  abstehenden,  und  wechsele  hierin  so  rasch 
als  möglich.  Man  wird  dann  gewahr  werden,  dass  es  immer  ei- 
ner grossen  Zeit  bedarf,  um  das  Auge  aus  dem  einen  Zustand  in 
den  andern  zu  versetzen.  Sodann  bemerkt  man,  dass  es  leichter 
ist,  beim  Fixiren  eines  Objects  gleichzeitig  ein  anderes  seitwärts 
vom  Axenpunkt  belegenes  und  also  eben  so  deutliches,  zu  beach- 
ten, als  bei  Betrachtung  eines  entfernten  Objects  auf  das  nahe, 
oder  umgekehrt,  zu  achten.  Man  kann  es  durch  längere  Uebung 
sogar  dahin  bringen,  das  Auge  zum  Nahesehen,  durch  die  blosse 
Vorstellung  desselben  einzurichten,  ohne  dasselbe  auf  einen  nahen 


*)  A.  Hueck:  Die  Bewegung  der  Krystall- Linse.  Dorpat  1839. 
pag.  20. 
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Gegenstand  lenken  zu  müssen,  und  eben  so  zum  Fernsehen. 
Hueck,  Joh.  Müller  und  Volkmann  vermögen  diess.  Der  er- 
stere  giebt  an,  dass,  um  die  Adaptirung  für  die  Ferne,  bei  einem 
nahe  gehallenen  Gegenstand  und  trotz  desselben,  zu  erreichen,  er 
so  tbue,  als  wolle  er  durch  den  Gegenstand  hindurchsehen.  Sind 
es  Buchstaben,  so  erscheinen  sie  dann,  wegen  der  Zerstreuungs- 
kreise, schattig.  Dergleichen  Versuche  muss  man  nur  mit  einem 
Auge,  während  das  andere  geschlossen  ist,  anstellen,  weil  sonst 
Doppelbilder  entstehen  würden. 

Anderweitige  Thatsachen,  welche  die  Nothwendigkcit  der 
Adaptirung  darthun,  findet  man  ausser  bei  Hueck  auch  bei  Bu- 
row  *),  Volkmann  ** ***))  und  in  Joh.  Müller’s  Betrachtung  des 
Gesichtssinnes  **°). 

Ich  selbst  habe  über  die  Adaptirung  etwas  anzuführen,  wo- 
durch sie  so  gut  wie  unzweifelhaft  bewiesen  wird,  nämlich  den 
Nutzen  derselben,  auf  den  bis  jetzt  meines  Wissens  noch  nicht 
aufmerksam  gemacht  worden  ist.  In  dem  Abschnitt  über  das  Schä- 
tzen der  Entfernungen  u,  s.  w.  werde  ich  zeigen,  dass  erhebliche 
Vortheile  dem  Sehen  aus  dieser  Adaptirung  erwachsen,  und  dass 
das  Auge  sogar  ein  feines  Gefühl  von  der  Adaptirung  habe. 

Obgleich  das  Auge  sich  adaptirt,  so  muss  man  sich  doch  vor 
dem  Irrthum  hüten,  in  den  mehrere  Autoren  bei  dieser  Gelegen- 
heit gefallen  sind,  indem  sie  nämlich  ein  Bild  von  geometrischer 
Genauigkeit  auf  der  Retina  voraussetzen.  Diese  Voraussetzung  ist 
den  bekannten  Thatsachen  so  widersprechend,  dass  selbst  diejeni- 
gen, die  sie  theilen,  genöthigt  sind , in  der  Anwendung  eine  be- 
deutende Milderung  eintreten  zu  lassen.  Sie  sagen,  ein  normales 
Auge  sehe  die  Gegenstände  in  allen  Entfernungen,  (mit  Ausnahme 
der  zu  kleinen)  vollkommen  deutlich.  Was  verstehen  sie 
hierunter?  Kann  man  irgend  einem  Auge  eine  vollendet  deutliche 
Wahrnehmung  zuschreiben,  wenn  jeder  den  Gesichtswinkel  ver- 
grössernde  Apparat  die  Gegenstände  anders  zeigt,  als  sie  mit  blos- 


0 Burow:  Beiträge  zur  Physiologie  und  Physik  des  menschlichen 
Auges.  Königsberg  1841. 

**)  Volkmann:  Neue  Beiträge  zur  Physiologie  des  Gesichtssinnes. 
Leipzig  1836. 

***)  J.  Müller:  Handbuch  der  Physiologie  des  Menschen.  Coblenz 
1838.  Band  2.  Abtheil.  2. 
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serri  Auge  gesehen  werden  können?  Das  gute  Auge,  fährt  man 
fort,  sieht  z.  B.  in  allen  Entfernungen  die  Linie  als  Linie.  Die 
etwa  auf  Papier  gezogene  Linie  ist  nun  aber  keine  Linie,  wie  je- 
des Mikroskop  beweiset.  Diess  ist  zu  offenbar,  als  dass  es  unbe- 
rücksichtigt hätte  bleiben  können,  und  man  lässt  also  eine  Modi- 
fication  jener  Voraussetzung  vollkommen  deutlicher  Bilder  eintre- 
ten.  Man  spricht  ausser  von  Deutlichkeit  auch  von  Schärfe  der 
Wahrnehmung;  die  Unregelmässigkeiten  der  Linie  werden,  wie  man 
angiebt,  deshalb  nicht  wahrgenommen,  weil  ihr  Bild  auf  der  Re- 
tina zu  klein  ausfällt  und  weil  Bilder,  welche  eine  bestimmte 
Grösse  nicht  erreichen,  auch  nicht  mehr  percipirt  werden. 

Die  Unterscheidung  von  Deutlichkeit  und  Schärfe  kann  man 
sich  sehr  wohl  gefallen  lassen.  Die  Deutlichkeit  wird  abhängen  von 
der  Anordnung  der  brechenden  Substanzen  des  Auges;  die  Schärfe 
der  Wahrnehmung  wird  von  der  Empfindlichkeit  der  Retina, 
von  der  Feinheit  und  der  gedrängten  Lage  der  Nervenendigungen, 
aus  denen  sie  besteht,  abhängen.  Beide  Momente  sind  demnach 
sehr  verschieden;  allein  wie  wird  man  sie  in  dem  Endresultat 
unterscheiden?  Dieses  Endresultat  ist  kein  anderes,  als  ein  nicht 
vollkommen  percipirter  Gegenstand.  Wozu  würde  nun  auch  die 
absolute  Deutlichkeit  dienen,  wenn  die  Schärfe  nicht  absolut  ist, 
und  auch  nicht  wohl  absolut  sein  kann,  da  ja  die  Nervenenden 
doch  keine  mathematischen  Punkte  sind.  (Siehe  über  diesen  Ge- 
genstand auch  Volkmann  in  dem  angef.  Werke  p.  118.) 

Lässt  sich  nichts  anführen,  woraus  die  Nothwendigkeit  geo- 
metrisch genauer  Bilder  im  Auge  erhellte,  so  ist  der  Beweis  für  das 
Gegentheil,  dass  nämlich  diese  Bilder  unvollkommen  seien,  desto 
leichter.  Das  Auge  ist  nicht  achromatisch.  Man  sieht  z.  B. 
immer  farbige  Ränder,  wenn  man  Doppelbilder  hat,  sei  es,  dass 
man  mit  einem  Auge  durch  zwei  feine  Oefl’n ungen  nach  einem 
Gegenstand  sieht,  oder  auf  die  gewöhnliche  Weise  mit  beiden  Au- 
gen Doppelbilder  hervorbringt.  Sind  diess  Farbensäume  bei  nicht 
richtiger  Vereinigungs weite,  so  hat  Frauenhofer  den  Mangel  an 
Achromasie  direct  bei  richtig  adaptirtem  Auge  nachgewiesen  *). 
Er  liess  nach  und  nach  die  Farben  des  Spectrums  in  das  Fern- 
rohr eines  Theodolithen  fallen,  und  den  Micrometerfaden  desselben 


*)  Gilbert:  Annalen  der  Physik.  Band  56  pag.  314, 
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beleuchten.  Geschah  diess  durch  das  reihe  Licht  und  war  das 
Ocular  so  gestellt,  dass  der  Faden  deutlich  gesehen  wurde,  so  sah 
man  ihn  nicht,  wenn  die  Beleuchtung  durch  blaues  Licht  bewirkt 
wurde.  Das  Ocular  musste  dem  Faden  jetzt  näher  gerückt  wer- 
den, und  zwar  um  mehr  als  das  Doppelte  der  Längenabweichung 
wegen  der  Farbenzerstreuung  der  Ocularlinse.  Frauenhofer 
fand,  dass  in  seinem  Auge  parallele,  also  aus  unendlicher  Entfer- 
nung kommende,  rothe  Strahlen  dieselbe  Vereinigungsweite  hat- 
ten als  blaue,  welche  im  Mittel  aus  einer  Entfernung  von  20,6 
Zoll  divergirten.  (Die  einzelnen  Beobachtungen  an  zweien  Ocularen 
aus  Crownglas  und  zweien  aus  Flintglas  gaben  23, "7.  21, "3.  19,5 
17,9-)  Auf  den  Antheil,  den  die  Farbenzerstreuung  der  Linse 
hat,  ist  hierbei  Rücksicht  genommen. 

Für  die  nicht  vollkommene  Deutlichkeit  der  Bilder  im  Auge 
spricht  dann  ferner  die  Irradiation,  oder  die  Ausbreitung  des  Lichls  auf 
der  Retina,  jene  wohlbekannte  Thatsache,  dass  helle  Gegenstände 
uns  zu  gross  erscheinen.  Die  Theorie,  welche  man  hierüber  ge- 
wöhnlich aufstellt,  sieht  in  dem  Phänomen  der  Irradiation  eine 
eigentümliche  Wirkung  der  Retina,  vermöge  welcher  Theile  der- 
selben von  benachbarten  mit  erregt  werden,  und  es  ist  möglich, 
dass  die  Voraussetzung  vollkommen  deutlicher  Bilder  durch  den 
brechenden  Apparat  des  Auges,  von  der  man  als  unbezweifelt 
ausging,  eine  Theorie  dieser  Art  aufstellen  liess.  Ich  werde  spä- 
ter in  einem  eigenen  Abschnitt  zeigen,  dass  keine  Erscheinung 
über  die  Irradiation  bis  jetzt  bekannt  sei,  welche  eine  eigen- 
tümliche Wirkung  erkennen  liesse,  dass  vielmehr  der  Mangel 
deutlicher  Bilder  zur  Erklärung  hinreichend  sei.  Wie  es  nun 
hiermit  auch  stehen  mag,  so  ist  jedenfalls  eine  Irradiation  im 
Auge  vorhanden,  und  daher  kann  wiederum  von  vollkommen 
deutlichen  Bildern  nicht  die  Rede  sein.  Die  Wahrnehmung 
täuscht  hierüber  leicht.  Man  betrachte  das  Bild  in  einer  mässig 
guten  camera  obscura,  und  man  wird  es  für  ein  sehr  deutliches 
halten;  wendet  man  jedoch  eine  Blendung  an,  so  wird  man  bald 
finden,  dass  man  die  Deutlichkeit  überschätzt  habe.  Auch  bei  ei- 
ner guten  camera  obscura  ist  es  aus  mangelnder  Uebung  keine 
leichte  Sache,  sie  auf  ein  Object  gehörig  einzustellen,  und  man 
bleibt  innerhalb  eines  mehr  oder  minder  grossen  Intervalls  über 
den  eigentlichen  Ort  des  Bildes  ungewiss,  zum  Beweise,  dass  un- 
r.  23 
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ser  gewöhnliches  Urtheil  über  die  Deutlichkeit  kein  sehr  siche- 
res  sei  *). 

Nachdem  wir  nunmehr  das  Vorhandensein  der  Adaptirung 
nachgewiesen,  kömmt  es  darauf  an,  messende  Beobachtungen  dar- 
über anzustellen.  Wenn  man  nach  Porterfield’s  Angabe  einen 
weissen  Faden  auf  schwarzem  Grunde  ausspannt,  und  längs 
des  Fadens  sieht,  so  erscheint  derselbe  bekanntlich  einfach  und 
als  Faden  erst  von  einer  gewissen  Entfernung  ab,  und  bleibt  es 
während  eines  verschiedentlich  grossen  Intervalls.  Vor  und  hin- 


*)  Bei  dieser  Gelegenheit  will  ich  ein  Paar  Worte  über  das  Einstel- 
len einer  camera  obscura  hinzufügen,  ein  Gegestand,  der  in  jetziger  Zeit 
nicht  ohne  Wichtigkeit  ist.  Lambert  hat  in  den  Abhandlungen  der 
Berliner  Akademie  aus  dem  vorigen  Jahrhundert  die  Frage  behandelt,  wo- 
her es  rühre,  dass  die  Bilder,  welche  die  convexe  Linse  giebfc,  auf  der 
Tafel  zu  kleben  scheinen,  und  keinen  perspectivischen  Eindruck  hervor- 
bringen. Ich  habe  den  Aufsatz  nicht  zur  Hand,  und  erinnere  mich  nur 
der  Aufgabe,  aber  nicht  der  Art,  wie  Lambert  sie  gelöst  bat.  Die  rich- 
tige Lösung  ist  aber  jedenfalls  diese:  Die  gute  Linse,  d.  b.  diejenige, 
welche  von  den  Abweichungen  möglichst  frei  ist,  giebt  ein  perspectivi- 
sches  Bild;  bei  dem  Bilde  einer  schlechten  Linse  mit  zu  grosser  Apertur 
mangelt  dieser  perspectiyische  Eindruck  und  es  scheint  wie  auf  der  Tafel 
zu  kleben,  worauf  man  es  fallen  lässt.  Das  Auge  überträgt  dasselbe  Ur- 
theil auch  auf  photographische  Bilder,  die  mittelst  solcher  Linsen  ange- 
fertigt worden  sind.  Daher  reicht  zu  einem  vollendet  treuen  Bilde  die 
gute  Li  nse  noch  nicht  hin,  sie  muss  auch  sehr  scharf  eingestellt  werden. 
Und  diess  eben  ist  schwieriger,  als  man  glaubt;  es  ist  mir  mit  der  schö- 
nen Doppellinse,  welche  Voigtländer  und  Sohn  in  Wien  nach  Profes- 
sor Petzval  anfertigen,  erst  nach  längerer  Uebung  gelungen,  und  gelingt 
nach  meinen  Erfahrungen  Anderen  gar  nicht.  Es  ist  also  dem  Auge  nicht 
so  leicht,  innerhalb  eines  gewissen  Intervalls,  die  verschiedenen  Grade  der 
Deutlichkeit  zu  beurtheilen, und  das  darf  bei  manchen  Fragen,  die  über  das  Auge 
aufgestellt  werden,  nicht  übersehen  wTerden.  Wenn  man  eine  Linse  möglichst 
scharfeinstellen  will,  so  finde  ich  es  am  zweckmässigsten,  Zahn  und  Trieb, 
durch  welchen  dieselben  jetzt  gewöhnlich  bewegt  werden,  nicht  anzu- 
wenden, denn  diese  Bewegung  ist  wegen  des  todten  Ganges  unregelmäs- 
sig und  springend.  Viel  besser  ist  es,  wenn  man  die  Bewegung  durch 
Drehen  eines  Rohres  in  einem  andern  bewirkt.  Das  Auge  vergleicht 
dann,  wenn  man  es  unabänderlich  auf  einen  feinen  Theil  des  Bildes  fixirt 
(wo  möglich  stets  auf  denselben),  die  auf  einander  folgenden  Grade  der 
Deutlichkeit,  und  die  Hand  bringt  leichter  denjenigen  zurück,  den  das  Auge 
für  den  höchsten  erkannte.  Loupen  thun  hierbei  gute  Dienste,  besonders 
wenn  sic  mittelst  einer  Röhre  auf  der  matten  Glastafel  aufgesetzt  werden 
und  alles  seitwärts  kommende  Licht  abhalten. 
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ler  diesem  Intervall  erscheint  der  Faden  flächenhaft  ausgebreitet, 
und  die  Ausbreitung  nimmt  zu,  je  weiter  von  derselben  entfernt 
der  Faden  fixirt  wird.  Sonach  erhielte  man  hierbei  eine  untere 
und  eine  obere  Gränze  für  die  Adaption,  und  man  könnte  z.  B. 
sagen:  das  Auge  adaptire  sich  für  Gegenstände,  welche  5 bis  6 
Zoll  entfernt  seien.  Dem  Vorhergehenden  zufolge  kann  jedoch 
hiermit  nicht  gemeint  sein,  dass  in  diesem  Intervall  der  Faden 
vollkommen  deutlich  gesehen  werde)  das  wird  er  niemals. 
Sondern  es  kann  darunter  nur  verstanden  sein,  dass  innerhalb 
dieser  Gränzen  die  Undeutlichkeit  nicht  bedeutend  genug  sei,  den 
Faden  und  ähnliche  (vollends  grössere)  Objecte  in  der  Wahrneh- 
mung sehr  zu  verändern. 

Inzwischen  ist  es  mir  nicht  geglückt,  auf  diese  Weise  zu  ir- 
gend genauen  Werthen  zu  gelangen,  und  ich  wandte  mich  an  die 
Erscheinung  der  Doppelbilder,  welche  mittelst  zweier  feinen  OefT- 
nungen  von  einem  Gegenstände  erhalten  werden,  der  zu  nahe  oder 
zu  entfernt  ist,  als  dass  seine  Strahlen  sich  auf  der  Retina  seihst, 
und  nicht  vielmehr  hinter  oder  vor  ihr  vereinigen.  Auch  hei  die- 
sem, von  Schein  er  angegebenen  Experiment  giebt  es  eine  obere 
und  untere  Gränze,  zwischen  welchen  das  Object  einfach  er- 
scheint, und  auch  für  diese  Gränzen  gilt  das,  was  so  eben  bei 
der  ähnlichen  Erscheinung  des  Fadens  bemerkt  worden  ist. 

Auf  einer  messingenen  Skale  von  18  Zoll  Länge  war  eine 
feine  Spitze  mittelst  eines  Index  zu  verschieben)  an  dem  Anfang 
der  Skale  befand  sich  eine  Meiallschcibc  mit  zweien  feinen  Oeff- 
nungen,  durch  welche  gegen  eine  weisse,  dem  Tageslicht  ansge- 
setzte Tafel,  visirt  wurde.  Die  Spitze,  welche  bei  zu  grosser 
Nähe  doppelt  erscheint,  wurde  allmählig  entfernt,  bis  sie  ein- 
fach erschien;  hierauf  so  weit  weggeschoben,  dass  sie  wiederum 
doppelt  wurde  und  dann  allmählig  genäliert,  bis  beide  Bilder 
zusammenfielen.  Trotz  angewandter  Sorgfalt  war  ich  aber  auch 
hierbei  nicht  im  Siande,  gut  zusammenslimmende  Wer! he  zu 
erhalten,  und  ich  theile,  diess  nachzu weisen,  von  vielen  Beohach- 
iungsreihen,  die  ich  anstcilte,  eine  mit,  welche  rasch  hinter  ein- 
ander ausgeführt  wurde» 
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Einfaches  Bild 


beim  Entfernen 

beim  Nähern 

der  Spitze 

der  Spitze 

in  4"  9, '"5 

5"  1,"' 

4 11,5 

6 1, 

5 5, 

5 3,5 

4 8, 

6 0, 

5 5, 

5 8,8 

5 1,5 

5 11,5 

5 1,5 

6 1, 

5 4,5 

6 5,2 

Mittel  5"  1,'"3 

5"  10,"' 

Ich  glaube  zweien  Umständen  den  wenigen  Erfolg  dieser 
Versuche  zuschreiben  zu  müssen.  Einmal  ist  es  von  erheblichem 
Einfluss,  wenn  die  beiden  Oeffnungen  vor  der  Pupille  verschoben 
werden,  und  zwar  desshalb,  weil  die  Crystalllinse  am  Rande  ein 
geringeres  Brechungsverhältniss  hat,  als  mehr  nach  der  Mitte  zu. 
Hiervon  überzeugt  man  sich  leicht.  Man  stelle  die  Spitze  so,  dass 
sie  einfach  erscheine,  und  verschiebe  nun  die  beiden  Oeffnungen, 
durch  welche  man  sieht,  längs  der  Pupille,  so  wird  man  die 
Spitze  bald  einfach,  bald  doppelt  sehen,  und  verdeckt  man  die 
eine  oder  andere  Oeffnung,  so  überzeugt  man  sich,  dass  am  Rande 
der  Pupille  eine  geringere  Brechungsfähigkeit  vorhanden  sein 
muss.  Es  kömmt  daher  bei  diesen  Versuchen  viel  auf  die  unab- 
änderliche Stellung  des  Auges  gegen  die  beiden  Oeffnungen  an. 
Um  diess  so  gut  als  möglich  zu  erreichen,  verfuhr  ich  so,  dass 
ich  das  Auge  hinter  der  Scheibe  hin  und  her  bewegte,  bis  die 
beiden  Spitzen  und  die  hellen  Kreise,  in  welchen  sie  zu  stehen 
scheinen,  gleiche  Lichtstärke  besassen.  Der  zweite  störende  Um- 
stand ist  der,  dass  die  Feuchtigkeit,  mit  welcher  die  Cornea  über- 
zogen ist,  namentlich  bei  fortgesetzten  Versuchen  eine  nicht  re- 
gelmässe  Gestalt  annehmen  mag.  Sähe  man  mit  freiem  Auge,  so 
würde  der  störende  Einfluss  solcher  Stellen  verschwinden,  anders 
jedoch,  wenn  man  durch  feine  Oeffnungen  sieht,  wo  dergleichen 
Unregelmässigkeiten  sich  sehr  geltend  machen  können. 

Wenn  auch  durch  diese  Versuche,  die  ich  auch  von  anderen 
Personen  anstellen  liess,  das  fragliche  Intervall  mit  keiner  grossen 
Genauigkeit  gefunden  werden  kann,  so  scheint  doch  mindestens 
so  viel  gewiss,  dass  für  die  meisten  der  vorkommenden  Augen 
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ein  solches  Intervall  vorhanden  sei.  Es  ist  nicht  richtig,  wenn 
mehrere  Physiologen  und  Physiker  der  Meinung  sind,  dass  bei  dem 
sogenannten  normalen  Auge  von  einem  dergleichen  Intervall  nichts 
vorkomme,  dass  dieses  Auge  vielmehr  von  einer  gewissen  verhält- 
nissmässig  kleinen  Entfernung  ab  bis  ins  Unendliche  die  Spitze 
durch  zwei  Oeffnungen  einfach  sehen  würde.  Wir  weiden  so- 
gleich nachweisen,  auf  welche  Art  sich  die  verschiedenen  Augen 
in  Bezug  auf  dieses  Experiment  verhallen  und  wollen  vorläufig 
nur  bemerken,  dass  bis  jetzt  nichts  bekannt  sei,  welches  einen 
spezifischen  Unterschied  zwischen  den  verschiedenen  Augen  auf- 
zustellen berechtigte.  Mit  Bezug  auf  die  im  Leben  am  häufigsten 
vorkommende  Gegenstände  ist  allerdings  das  Auge  das  brauch- 
barste, welches  die  Objecte  weder  in  zu  grosse  Nähe  bringt  noch 
dieselben  zu  weit  entfernt,  und  die  meisten  Beschäftigungen  (Lesen, 
Schreiben  u.  s.  w.)  sind  auch  den  Anforderungen  dieses  Auges  ge- 
mäss eingerichtet.  Allein  doch  ist,  optisch  genommen,  kein  er- 
heblicher Unterschied  zwischen  diesen  Augen  und  den  kurzsichti- 
gen, und  obgleich  diese  letzteren  einen  so  kleinen  Spielraum  haben, 
berechtigt  bis  jetzt  nichts,  ihnen  eine  kleinere  Adaptionsfähigkeit 

t 

zuzuschreiben. 

Die  zu  Anfang  dieses  Abschnitts  mitgetheilte  Tafel  über  die 
Entfernung  der  Bilder  b2  für  gewisse  Entfernungen  der  Objecte  a 
habe  ich  nämlich  so  eingerichtet,  dass  die  aufeinanderfolgende 
Werthe  von  b2  die  constante  Differenz  0'",2316  haben.  Ich 
werde  diese  Differenz  das  Maass  der  Adaptionskraft  nennen  und 
voraussetzen,  dass,  wenn  bei  irgend  einem  Auge  Bilder  in  der  be- 
stimmten Fntfernung  b2  deutlich  seien,  das  Auge  die  Fähigkeit 
habe  sich  so  zu  verändern,  dass  es  andere  Bilder  in  der  Entfer- 
nung b2  + 0"V2316  mit  gleicher  Deutlichkeit  sehe.  Wenn  diess 
der  Fall  ist,  so  wird  nach  jener  Tafel  ein  Auge  Objecte  deutlich 
sehen : 

in  der  Entfernung  von  4", 3 bis  4,8 
oder  — — — — — 10,4  — 15,3  u.  s.  w. 

oder  — — — — — 30"  — co 

hier  wäre  also  ein  sehr  verschiedener  Spielraum  der  Adaptirung, 
während  die  zu  Grunde  liegende  Kraft  doch  dieselbe  ist,  nur  der 
Effect  dieser  Kraft  ist  verschieden,  und  das  ist  im  Allgemeinen 
gerade  dasjenige,  was  die  Erfahrung  zeigt. 

Es  versteht  sich  hierbei  von  selbst,  dass  wir  auf  die  Differenz 
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in  der  Bild  weile  von  0"',2316  gerade  kein  besonderes  Gewicht 
legen,  obgleich  dieselbe  von  der  Wahrheit  nicht  viel  entfernt  sein 
dürfte.  Wir  brauchen  ferner  nicht  zu  wiederholen,  dass  wir  nicht 
die  Absicht  haben,  das  in  Rede  stehende  Intervall  der  Adaptirung 
für  ein  solches  aussugeben,  innerhalb  welches  die  Bilder  voll- 
kommen deutlich  seien,  sondern  nur  für  dasjenige  Intervall,  in- 
nerhalb welches  Bilder  von  relativ  kleinen  Gegenständen  nicht 
wesentlich  verändert  erscheinen.  Ich  kann  keinen  anderen  Begriff 
mit  dem  verbinden,  was  man  bei  den  Wahrnehmungen  des  Auges 
Deutlichkeit  nennt.  Es  wird  auch  gut  sein  zu  bemerken,  dass 
die  Entfernungen,  in  welchen  die  Spitze  einfach  erscheint,  nicht 
diejenigen  sind,  in  welchen  das  betreffende  Auge  die  gewöhnlichen 
Beschäftigungen  vornimmt,  dass  vielmehr  die  Kurzsichtigen  die 
Gegenstände  mehr  entfernen,  wahrscheinlich  weil  die  grössere  Un- 
deutlichkeit durch  den  Vortheil  aufgewogen  wird,  beide  Augen 
ohne  Anstrengung  gebrauchen  zu  können.  Endlich  möchte  ich 
noch  darauf  aufmerksam  machen,  dass  die  Hypothese  von  der 
gleichen  Adaptionskraft  der  verschiedensten  Augen  nur  für  die 
gewöhnlich  vorkommenden  gilt,  und  durch  einzelne  Individuen 
mit  einem  überwiegend  grossen  oder  kleinen  ildaptionsintervall 
nicht  wohl  widerlegt  werden  kann. 

Was  die  Behauptung  betrifft,  dass  es  auch  für  die  normalen 
Augen  eine  Gränze  geben  wird , jenseits  welcher  sie  die  Spitze 
durch  zwei  Oeffnungen  wiederum  doppelt  sehen,  so  ist,  wie  ge- 
sagt, vorauszusehen,  dass  sie  bei  der  Vorstellung,  die  man  häutig 
von  der  Natur  dieser  Augen  hat,  Widerspruch  erfahren  wird. 
Dass  er  jedoch  nicht  begründet  wäre,  ersieht  man  schon  daraus, 
dass  wenn  ein  solches  Auge  durch  ein  stark  vergrösserndes  Mi- 
kroskop sieht,  es  eben  so  genau  einstellen  muss  als  die  anderen 
Augen,  was  freilich  nur  dann  wird  gehörig  beachtet  werden  kön- 
nen, wenn  es  sich  um  das  Erkennen  sehr  kleiner  Gegenstände 
handelt,  die  gewissennassen  die  Gränze  der  Leistungen  des  Instru- 
ments bilden.  Ausserdem  spricht  für  die  Richtigkeit  jener  Be- 
hauptung Volkmann,  welcher  sich  so  äussert*):  „Treviranus 
hat  Unrecht,  wenn  er  den  entscheidenden  Versuch  Scheiner’s 
nur  für  kurzsichtige  Augen  gültig  hält.  Ich  habe  gefunden,  dass 


*)  hü  angef.  Werke  |>ag.  121. 
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auch  die  weitsichtigsten  Menschen  durch  zwei  Kartenlocher  ein 
hinreichend  entlegenes  Object  doppelt  sehen.“ 

Und  endlich  lassen  die  Untersuchungen  Burow’s*)  hierüber 
keinen  Zweifel  zu.  Er  hat  über  die  Adaptiorrsfähigkeit  im  Allge- 
meinen dieselbe  Ansicht,  als  vorher  entwickelt  worden,  und  hat 
an  vielen  Individuen  mit  einem  ähnlichen  Instrument,  als  dem 
beschriebenen,  Versuche  über  das  Adaptionsintervall  angestellt. 
(Burow  führt  an,  und  es  ist  zur  Beurtheilung  der  folgenden,  von 
ihm  an  11  Individuen  gefundenen  Werthe  nöthig  zu  wissen,  dass 
trotz  der  Einfachheit  des  Experiments  cs  nur  wenige  Menschen 
gebe,  die  nicht  zu  ungeschickt  wären,  es  anzustellen.) 

Einfaches  Bild 


beim  Entfernen 

beim  Nähern 

der  Spitze 

der  Spitze 

in  2" 

2//,9 

4,3 

6,7 

' 5,8 

9,2 

6,5 

12,5 

6,8 

12,5 

7,3 

13,3 

8,3 

15, 

9,2 

16,3 

12,3 

20,5 

15, 

50, 

21,7 

QC 

Einige  dieser  Zahlen  sprechen  für  die  vorausgesetzte  Differenz 
von  0"',2316  in  dem  Werthe  von  b2-,  andere  entfernen  sich  da-, 
von,  was  bei  der  Natur  solcher  Beobachtungen  nicht  anders  er- 
wartet  wrerden  kann.  Da,  wo  es  im  Folgenden  einer  positiven 
Annahme  bedarf,  werden  wir  es  bei  der  unsrigen  bewenden  lassen. 

Was  die  Art  betrifft,  wie  die  Adaptirung  im  Auge  vor  sich  geht, 
so  giebt  es  darüber  so  viele  Ansichten,  als  möglich  sind.  Die  Verlän- 
gerung und  Verkürzung  des  ganzen  Augapfels,  die  Veränderung  des 

Radius  der  Cornea,  der  Entfernung  zwischen  Cornea  und  Linse,  der  Ra- 
dien dieser  letzteren  und  endlich  Veränderungen  desBrechungsverhalt- 
nisses  hat  man  zum  Behuf  der  Adaptirung  in  Anspruch  genommen,  und 


*)  Im  angef.  Werke  pag,  164. 
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wir  wollen  zuvörderst  die  eine  oder  andere  dieser  Ansichten  durch 
die  Rechnung  verfolgen. 

Was  die  Veränderung  der  Axe  des  Augapfels  betrifft,  so 
müsste  dieselbe  0'".2316  betragen,  wenn  das  Auge  innerhalb  des 
besprochenen  Intervalls  sich  adaptiven  sollte. 

Was  die  Veränderung  in  dem  Radins  der  Cornea  anbelangt, 
so  kann  man  sie  auf  folgende  Art  finden.  Zwischen  a und  b, 
hatten  wir  zu  Anfang  dieses  Abschnitts  die  Gleichung 

(8/2)  — a (8,1) 

>2  ~ (9,2)  t-  a (9,1) 

Man  setze  (8,1)  = (1)  (8,2)  + (8,3) 

(9,1)  = (1)  (9,2)  + (9.3), 

und  der  Kürze  halber  — = p. 


VIII. 


so  erhält  man 


Nun  ist  (1)  = 


n 


(1)  = 

-1 


(8,3)  -■  PJ9^3)  1_ 

(8,2)  - p (9,2)  + a * 


IX 


und  r der  Radius  der  Cornea,  somit 


kann  aus  dieser  Gleichung  für  beliebige  Werthe  von  a und  b2  der 
entsprechende  Halbmesser  der  Hornhaut  gefunden  werden. 

Wir  wollen  diese  Gleichung  zuerst  benutzen  r für  den  Fall 
zu  bestimmen,  dass  das  Rild  eines  unendlich  entfernten  Gegenstan- 
des genau  auf  die  Retina  falle.  Nach  den  angegebenen  mittleren 
Dimensionen  des  Auges  müsste  also  für  a = oo 

b2  =5  6'", 26  sein,  und  so- 
mit findet  sich  r = 2'", 884, 

während  im  Mittel  der  Radius  der  Hornhaut  = 3", 39  gefunden 
worden  ist.  Mile  ist  nun  auch  der  Meinung,  dass  dieser  letztere, 
unsern  Rechnungen  zu  Grunde  liegende  Radius  zu  gross  sei, 
und  dass  überhaupt,  wenn  die  Rüder  nach  der  Rechnung  nicht 
auf  die  Retina  fallen,  dies  von  der  Veränderung  des  fraglichen 
Halbmessers  nach  dem  Tode  herrühre.  Er  giebt  an,  dass  ein  vor 
das  Auge  lebender  Menschen  gehaltener  Kartenausschnitt  von  3"', 
Radius  mit  der  Corneakrümmung  der  meisten  Augen  zu  passen 
scheine,  dass  dagegen  einer  von  3'", 3 zu  gross  sei  °).  Wenn  diess 
sich  wirklich  so  verhält,  so  muss  der  Radius  noch  kleiner  ange- 
nommen werden,  denn  Mile  hat  sicherlich  mit  dem  Kartenaus- 


*)  Mile:  Ueber  die  Richtungslinieu  des  Sehens.  Poggend.  Ano. 
hd,  42,  pag.  61, 
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schnilt  die  Cornea  nicht  berührt,  wegen  der  Empfindlichkeit  der 
sie  überkleidenden  Conjunctiva. 

Die  Gleichung  IX.  kann  man  ferner  benutzen  um  die  Verän- 
derung im  Radius  der  Cornea  zu  berechnen,  damit  das  Auge  sich 
für  das  oben  besprochene  Intervall  adaptire. 

Man  set  ze  z.  B.  a — 30"  — 360"' 

ba  = 7"', 5232  (ein  Werth,  welcher 

für  das  unveränderte  Auge  der  Entfernung  a = oc  zugehört),  so 
erhält  man  r = 3'".298. 

Die  Veränderung  des  Hornhauthalbmessers  von  beiläufig  T— • 
Linie  würde  also  die  Adaptirung  innerhalb  des  bezeichneten  Inter- 
valls erklären. 

Eine  andere,  jetzt  viele  Anhänger  zählende  Hypothese  lässt 
die  Distanz  zwischen  Cornea  und  Linse  variiren,  und  auf  folgende 
Weise  würde  man  die  nöthige  Rechnung  hierüber  anstellcn.  Man 
setze  in  IX  für  (8,2),  (2)  (8,3)  + (8,4) 

„ (9,2),  (2)  (9,3)  + (9,4) 


und  erhält  (2)  = 


(8,4)  - p (9,4) 


+ 


(8,3)  - p (9,3)  1 1 - (1)  a 


X 


Nun  ist  (2)  = — — , wo  d die  Entfernung  der  vorderen  Lin- 


senfläche von  der  Cornea  bedeutet  ; also  giebt  die  letzte  Gleichung 
für  beliebige  Werthe  a und  b2  den  entsprechenden  von  d. 

Wenn  man  die  Adaptirung  durch  die  Verschiebung  der  Linse 
erklären  will,  so  lässt  sich  zur  Berechnung  der  nöthigen  Verän- 
derung die  letzte  Gleichung  nicht  unmittelbar  anwenden.  Da 
nämlich  b2  von  der  Hinterfläche  der  Linse  gezählt  wird,  so  ver- 
ändert sich  diese  Grösse  zu  gleicher  Zeit  mit  d.  Inzwischen  ver- 
fahre man  so.  Man  setze  für  d d — x, 

für  b2  b#  + x, 

indem  man  voraussetzt,  dass  ba  von  demselben  Ort  als  bisher  ge- 
zählt werde,  also  von  einem  Punkte  in  der  Axe  des  Auges,  wel- 
cher 3'", 571  hinter  der  vorderen  Hornhautfläche  liegt.  Für  diese 
Werthe  wird  die  Gleichung  X in  Bezug  auf  x vom  zweiten  Grade, 
und  zwar: 


1 


n 


X' 


(9,4) 

(9,3) 


x — n 


(8,4) 

(9,3) 


d a 

wo  mit  A die  Grösse  — -f  : rrr— 

n 1 — (1) a 
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mit  B die  Grösse  n 


lieber  das  Auge. 
(8,3) 


(9,3) 


b „ bezeichnet  worden  ist. 


Für  angenommene  Wcrthe  von  a und  b2  erhält  man  hieraus  x= 


Es  sei  z.  B.  a = 360 


,/// 


b2=  7'", 5232, 

so  ergiebt  die  Gleichung  XI  den  positiven  Werth  x = 0"',5583, 
der  zweite  Werth  wird  negativ  und  fiele  ausserhalb  des  Auges. 

Die  Linse  müsste  also  um  etwas  mehr  als  | Linie  der  Cornea 
genähert  werden,  wenn  das  Auge  in  30  Zoll  so  deutlich  sollte 
sehen  können  als  in  unendlicher  Entfernung.  Berechnet  man  die 
übrigen  Adaptionsintervalle,  so  findet  man  nahe  dieselbe  Verschie- 
bung von  Linie.  Diese  Art,  die  Adaption  durch  Verschiebung 
der  Crystalllinse  zu  erklären,  ist  nicht  neu;  schon  Kepler, 
Scheiner,  Jurin,  Porterfiel d,  Camper  nahmen  sie  an;  aber 
erst  in  neuerer  Zeit  scheint  sie  bei  den  Physiologen  die  herrschende 
zu  werden,  wozu  die  gründlichen  und  umfassenden  Untersuchen» 
gen  Hu  eck ’s  in  dem  bereits  citirten  Werke  viel  beitragen 
werden.  Auch  Burow  theilt  diese  Ansicht  und  Joh.  Müller 
scheint  ihr  nicht  abgeneigt,  obgleich  er  mit  Recht  bemerkt,  dass 
in  Bezug  auf  den  Vorgang  beim  Adaptiren  der  Stand  der  Frage 
der  ist,  dass  verschiedene  Weisen  der  Erklärung  möglich  seien, 
ohne  dass  gerade  die  Richtigkeit  einer  bcsimmten  vorliege. 

Hu  eck  führt  für  die  von  ihm  am  ausführlichsten  entwickelte 
Ansicht  folgende  wichtige  Beobachtungen  an  *): 

Es  stelle  sich  der  zu  Beobachtende,  dessen  Auge  wohl  gebil- 
det und  weder  kurzsichtig  noch  fernsichtig  sein  muss,  an  das  Fen- 
ster, bei  einer  so  hellen  Beleuchtung,  dass  die  Pupille  sich  im 
Nah-  und  Fernsehen  nicht  ändert.  (?)  Er  schliesse  das  eine  Auge 
und  sehe  nun  bald  auf  einen  5 Zoll  nahen,  bald  auf  einen  ent- 
ferntem Punkt.  Hierbei  ist  genau  darauf  zu  achten,  dass  beide 
Punkte  sich  in  der  Augenaxe  befinden,  und  der  bulbus  durchaus 
unbeweglich  bleibe.  Jetzt  stelle  sich  der  Beobachter  zur  Seite 
des  zu  beobachtenden  Auges,  so  dass  er  durch  die  Hornhaut  die 

i 

Iris  deutlich  im  Profil  sieht.  Sind  nun  alle  diese  Bedingungen 
genau  beobachtet  worden,  so  sieht  man,  sobald  sich  das  Auge  für 
den  nahen  Gegenstand  anpasst,  die  Vorderfläche  der  Iris  in  der 
Mitte  gewölbt  hervortreten,  dagegen,  sobald  das  Auge  in  die  Ferne 


*)  Am  angef.  O.  pag,  60. 
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blickt,  sieb  wiederum  abflachen.  Solche  Versuche  hat  der  Ver- 
fasser an  19  Individuen  in  dieser  Weise  angestellt,  von  denen  6 
etwas  kurzsichtig  waren;  er  sah  bei  allen  das  Hervorwölben,  nur 
in  verschiedenem  Maasse.  Bei  jungen  Personen  mit  normalem, 
gesundem  Auge  und  stark  gewölbter  Hornhaut  war  das  Hervor- 
treten sehr  deutlich  und  betrug,  mit  einem  Glasmikrometer  ge- 
messen, 0,'"5  bis  0,'"75.  Bei  zwei  sehr  scharf,  und  nah  wie  fern 
deutlich  sehenden  Individuen  mit  einer  kleineren  Iris  und  mehr 
flacher  Hornhaut  erschien  während  des  Fernsehens  die  Iris  in  der 
Mitte  fast  vertieft  und  wölbte  sich  nur  um  0,;"4;  bei  Kurzsichtigen 
erschien  die  Iris  auch  beim  Fernsehen  etwas  gewölbt  und  das  Her- 
vortreten war  gering.  — Aehnliche  Erfahrungen,  auf  eine  sehr 
scharfsinnige  Weise  an  Tkieren  angestellt,  ergaben  dem  Verfasser 
ähnliche  Resultate. 

Hueck  ist  der  Meinung,  dass  das  Accommodationsvermö- 
gen,  welches  sich  also  nach  ihm  in  einer  Verschiebung  der  Linse 
äussert,  beim  Fernsehen  ruhe  und  nur  beim  Nahesehen  thätig  sei. 
Denn  im  Fernsehen,  wenn  das  Auge  nicht  gerade  scharf  fixirt 
werde,  ermüde  das  Auge  nicht;  ferner  lähme  anhaltendes  Fernse- 
hen die  Accomodationskraft,  weil  sie  dabei  nicht  geübt  wird. 
Diese  Thatsachen  Hessen  sich,  wie  mir  scheint,  wohl  auch  durch 
Muskelbewegung  erklären;  der  grössere  Zwang  beim  Sehen  naher 
Gegenstände  Hesse  sich  erklären  durch  die  Noth Wendigkeit,  die 
Augenaxen  mehr  gegen  einander  zu  neigen,  welches  mit  Anstren- 
gung verbunden  ist,  die  Schwächung  der  Accomodationskraft 
bei  anhaltendem  Fernsehen  durch  die  bekannte  Erfahrung,  dass 
Muskelbewegung  einer  steten  Uebung  bedarf,  wenn  sie  nicht  an 
Feinheit  und  Leichtigkeit  verlieren  soll.  Auch  der  Umstand,  den 
Hueck  zur  Unterstützung  seiner  Behauptung  anführt,  dass  das 
Auge  im  Tode  für  die  Ferne  adaptirt,  die  Linse  also  zurückge- 
schoben sei,  scheint  nicht  gerade  entscheidend  zu  sein.  Denn  im 
Tode,  wie  im  Schlafe,  sind  die  Augen  nach  innen  und  oben  ge- 
richtet* und  hierzu  gehört  dann  eine  kleine  Pupille  und  eine  Adap- 
tion für  die  Nähe*  Ich  führe  diess  an,  weil  es  mir  scheint,  dass 
ich  gerade  beim  Fernsehen  eine  Anstrengung  mache,  und  weil 
Hueck  selbst  an  sich  beobachtet  bat,  dass  wenn  er  sein  Auge 
für  ein  entferntes  Object  bei  vorgehallenem  naben  adaptiren 
wolle,  er  so  thue,  als  wollte  er  das  nabe  Object  durchbohren, 
Diess  innere  Gefühl  glaube  ich  bei  demselben  Bestreben  gleichfalls 
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zu  haben,  und  es  spricht  ausserdem  nicht  für  die  in  Rede  ste- 
hende Erklärung  des  Adaptirens,  weil  die  Linse  beim  Sehen  in 
die  Ferne  zurückgezogen  werden  muss.  Allein  es  ist  mit  sol- 
chen inneren  Gefühlen  eine  eigene  Sache ) sie  sind  meist  zu  un- 
bestimmt, als  dass  man  grosses  Gewicht  darauf  legen  dürfte. 
Volkmann  hat  gegen  die  fragliche  Theorie  der  Adaptirung  einen 
scharfsinnigen  Einwand  gemacht  *).  Er  giebt  an,  dass  wenn  bei 
einer  gewissen  Entfernung  der  Crystalllinse  von  der  Cornea,  zwei 
Objecte,  die  nicht  in  der  Äugenaxe  liegen  und  also  durch  indi- 
rectes  Sehen  wahrgenommen  werden,  sich  decken,  diese  Deckung 
aufhören  muss,  wenn  die  Linse  ihre  Lage  ändert.  Theoretisch  ist 
diese  Bemerkung  vollkommen  richtig.  ln  dem  folgenden  Ab- 
schnitt haben  wir  die  Lehre  von  den  optischen  Hauptpunkten  im 
Auge  entwickelt  und  gefunden,  dass  dieselhen  3, '"193  und  3, '"276 
von  der  Cornea  entfernt  liegen,  wobei  vorausgesetzt  ist,  dass  die 
Vorderfläche  der  Linse  um  1,531  von  der  Hornhaut  abstehe.  Be- 
wegt sich  nun  aber  die  Linse,  wie  vorher  berechnet  worden,  um 
0,'"5583  nach  vorn,  dann  liegen  die  beiden  Hauptpunkte  3, "'040 
und  3, ""140  entfernt,  und  daher  hat  nicht  allein  die  frühere  Dek- 
kung  seitlicher  Objecte  aufgehört,  sondern  auch  die  Grösse  des 
Bildes  eines  und  desselben  Objects  auf  der  Retina  wäre  verändert 
und  zwar  vergrössert.  Volkmann  hat  nun  durch  Versuche  ge- 
funden, dass  trotz  der  verschiedenen  Adaptirung  zwei  Objecte 
nicht  aufhören  sich  zu  decken.  Inzwischen  scheinen  Versuche 
dieser  Art  wenig  beweisend,  weil  die  Unterschiede,  um  die  es 
sich  hier  handelt,  erstens  unbedeutend  sind  und  dann  zweitens 
durch  Versuche  mittelst  indirecten  Sehens  nicht  ermittelt  werden 
könnten.  Wir  verweisen  wegen  der  Versuche  bei  indirectem  Se- 
hen auf  den  folgenden  Abschnitt. 

Was  nun  die  Verschiebung  der  Linse  betrifft,  so  kömmt  man 
überein,  sie  durch  den  Ciliarkörper  bewirken  zu  lassen.  Nach 
Hu  eck ’s  Untersuchungen  **)  hat  derselbe  mit  der  Iris  einerlei 
Structur,  so  dass  man  die  Contractilität,  welche  der  letzteren  un- 
zweifelhaft zusteht,  auch  auf  ihn  übertragen  darf.  Die  Zusam- 
menziehung  des  Ciliarkörpers  treibt  also  die  Linse  nach  vorn  und 


*)  A.  W.  Volk  in  a n n : Neue  Beiträge  zur  Physiologie  des  Gesichts* 
sinnes.  Leipzig  1836.  pag.  179. 

**)  Am  angef.  Orte,  pag.  104. 
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soll  nach  Hu  eck  ausserdem  die  Convexität  der  Linse  vergros* 
seru.  Der  Theil  der  wässrigen  Flüssigkeil,  welcher  durch  die 
Lageveränderung  der  Linse  aus  seiner  Stelle  verdrängt  wird,  würde 
von  dem  vorderen  Fo n tana’ sehen  Kanal  aufgenommen  werden. 
Diese  Beschreibung  des  Vorgangs  mag  dem  Physiker  genügen; 
weiteres  anatomisches  Detail  sehe  man  bei  Hueck  nach. 

Wenn  der  letztere  ausser  einer  Verschiebung  der  Linse  beim 
Nahesehen  auch  noch  eine  Veränderung  ihres  Halbmessers  für 
nothwendig  erachtet,  so  bleiben  andere  Physiologen  bei  der  blos- 
sen Verschiebung  stehen,  z.  B.  Burow  *).  Er  erklärt  die  Bewe- 
gung der  Linse  durch  die  Turgescenz  und  Entleerung  der  Gefässe 
des  Ciliarkörpers,  und  führt  zur  Unterstützung  dieser  Ansicht  an, 
dass  der  Gefässbau  in  der  Iris  und  dem  Ciliarkörper  derselbe  sei, 
und  für  beide  gleiche  Nerven  bestimmt  seien. 

Verlassen  wir  das  Gebiet  des  mehr  oder  weniger  hypotheti- 
schen, so  sehen  wir  die  Adaptirung  in  einem  reellen  nahen  Zu- 
sammenhang mit  den  Bewegungen  der  Iris.  Die  Pupille  erwei- 
tert sich  beim  Sehen  in  die  Ferne  und  zieht  sich  zusammen  beim 
Sehen  in  die  Nähe,  das  erstere  sogar  unter  Einwirkung  eines 
starken  Lichis,  wie  Joh.  Müller  angiebt  **),  und  wonach  die 
obige,  gegenteilige  Angabe  Hueck’s  zu  berichtigen  wäre. 

Die  Physiologen  sind  über  die  Art  dieses  Zusammenhangs 
zwischen  Adaptirung  und  Weite  der  Pupille  nicht  einig.  Die  ei- 
nen leiten,  wie  wir  angeführt  haben,  aus  der  Bewegung  der  Iris 
unmittelbar  die  Adaptirung  her,  so  dass  beide  sich  wie  Grund 
und  Folge  verhalten;  andere  sind  dieser  Meinung  nicht.  Joh.  Müller 
macht  zu  gleicher  Zeit  auf  den  Zusammenhang  der  Adaptirung 
mit  der  Bewegung  des  Augapfels  aufmerksam;  so  wie  das  Auge 
nach  innen  sich  bewegt,  erweitert  sich  die  Pupille,  und  es  tritt 
eine  Adaptirung  für  die  Nähe  ein,  und  umgekehrt.  Es  sind  so- 
mit drei  Phänomene,  welche  Zusammenhängen;  allein  weder  dieser 
berühmte  Gelehrte,  noch  Volkmann  sind  der  Meinung,  dass  die- 
ser Zusammenhang  der  Art  sei,  um  behaupten  zu  können,  dass 
immer,  wenn  die  Pupille  sich  verändert,  auch  eine  Veränderung 
in  der  Adaptirung  eintrete.  Es  wäre  für  manche  Untersuchun- 
gen auf  diesem  Gebiet  sehr  wünschenswert!},  diess  bestimmt  ver- 


*)  Am  angef.  Orte,  pag.  134. 

**)  Am  angef.  Orte,  pag.  330. 
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neincn  oder  bejahen  zu  können;  wenn  man  jedoch  erwägt,  was 
wir  oben  über  die  Deutlichkeit  der  Bilder  in  Bezug  auf  die  Adap- 
tirung  bemerkt  haben,  so  scheint  das  eine  schwierige  Sache.  Es 
ist  richtig,  dass  die  Pupille  nicht  bloss  der  Adaptirung,  sondern 
auch  der  jedesmaligen  Lichtstärke  gehorcht,  wiewohl  diese  letz- 
tere Function  nicht  ihre  hauptsächlichste  ist;  allein  es  hat  seine 
Schwierigkeit  zu  ermitteln,  ob  inmitten  der  Einwirkung  verschie- 
dener Lichtintensitäten  die  Adaptirung  sich  ändere  oder  nicht. 
Nachdem  wir  nämlich  nun  lange  über  den  Act  der  Adaptirung 
und  seine  Noth Wendigkeit  gesprochen,  ist  es  nöthig,  wiederum  er- 
innert zu  werden,  dass  durch  diese  Thätigkeit  keine  vollkomme- 
nen Bilder  hervorgebracht  werden,  dass  man  ferner  kein  ordent- 
liches Maass  für  die  Adaptirung  habe,  und  dass  dasselbe  sogar, 
wenn  es  vorhanden  wäre,  unter  Umständen  schwer  zu  gebrau- 
chen sein  würde,  wo  die  Lichtstärke  und  dadurch  die  Empfind 
lichkeit  der  Retina  sich  ändert,  wo  also  ein  Theil  der  jedesmal 
vorhandenen  Zerstreuungskreise  mehr  oder  weniger  deutlich  perzi- 
pirt  werden  wird. 

Man  sieht  aus  diesem  Abschnitt,  dass  die  Frage  wegen  Adap- 
tirung, trotz  der  Aufmerksamkeit,  die  ihr  gewidmet  worden  ist, 
noch  weit  von  ihrer  Beantwortung  entfernt  ist. 


lieber  die  Richtung  des  Sehens  und  die  Grösse  der 

Bilder  auf  der  Netzhaut. 

Die  Aufgabe,  welche  hier  zu  lösen  ist,  kann  folgendermassen 
ausgesprochen  werden : 

Es  soll  die  Lage  eines  Strahls  angegeben  werden,  welcher  alle 
Brechungen  im  Auge  erfahren,  sich  also  in  dem  Glaskörper  be- 
wegt, und  mit  der  Axe  des  Auges  denselben  Winkel  bildet,  als 
vor  diesen  Brechungen. 

Ehe  wir  an  die  Lösung  dieser  Aufgabe  gehen,  wollen  wir 
zuerst  über  die  in  dieser  Beziehung  angesteliten  Untersuchungen 
berichten. 

Volkmann,  der  überhaupt  das  Verdienst  hat,  die  vorliegen- 
den Fragen  der  Unbestimmtheit  entrissen  zu  haben,  in  der  sie 
bis  dahin  hei  allen  übrigen  Schriftstellern  zu  liegen  pflegten,  be- 
zeichnet durch  „Sehestrahlen44  gerade  Linien,  gezogen  von  einem 
Punkte  des  Bildes  auf  der  Retina  nach  dem  entsprechenden  des 
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Objects.  Wenn  das  Auge  die  Gegenstände  genau  an  ihrem  Orte 
sicht,  so  muss  es  dieselben  in  der  Sichtung  dieser  geraden  Linien 
empfinden.  Volkmann  stellt  den  Satz  auf,  dass  diese  letzteren 
sich  sämmtlich  in  einem  und  demselben  Punkt  innerhalb  des  Au- 
ges schneiden,  und  nennt  diesen  Punkt  den  Kreuzungspunkt,  auch 
Drehungspunkt,  weil  er  weiter  gefunden  hat,  dass  das  Auge  bei 
allen  seinen  Bewegungen  sich  um  diesem  Punkt  drehe. 

Obgleich,  wie  Volk  mann  selbst  sagt  und  wie  auch  einleuch- 
tend ist,  diese  Sehestrahlen  nur  imaginäre  Linien  sind,  so  stellt  er 
sich  nichts  desto  weniger  die  Aufgabe,  ihren  Durchkreuzungspunkt 
am  lebenden  Auge,  also  durch  Messungen  ausserhalb  des  Or- 
gans, kennen  zu  lernen.  Er  glaubte  diess  durch  ein  eigenthümli- 
ches  Instrument  zu  erreichen,  dem  er  den  Namen  Gesichtswinkel- 
messer  giebt,  und  welches  man  Tafel  I.  Fig.  1.  abgebildet  sieht 
Wir  theilen  die  Beschreibung  desselben  mit  den  Worten  des  Er- 
finders mit,  welche  zugleich  die  Vorschrift  zum  Gebrauch  des  In- 
struments enthalten  *). 

Ein  Brettchen  A B C D wurde  bei  A mit  einem  Ausschnitt 
versehen,  in  welchem  genau  die  Nase  passte.  Dieses  Brettchen 
setzte  ich  unter  dem  Auge  in  horizontaler  Lage  fest  an,  Hess  ei- 
nen Punkt  b bezeichnen,  den  ich  fixirte,  und  einen  Punkt  d, 
welcher  durch  b verdeckt  wurde.  Dadurch  wurde  es  möglich, 
auf  dem  Instrument  eine  Linie  d b a zu  verzeichnen,  welche  der 
verlängerten  Seheaxe  entsprach.  Bei  b wurde  ein  Haarvisier  an- 
gebracht, dessen  Entfernung  von  a 6 Zoll  betrug.  Bei  1 war  ein 
Diopter  mit  einem  äusserst  feinen  Seheloch  angebracht.  Setzte 
ich  das  Seheioch  sorgfältig  an,  so  sah  das  Auge  von  a aus  das 
Haar  des  Visieres  b,  in  der  Mitte  des  Diopterlochs  1 schwebend. 
Ein  zweites  Haarvisier  war  an  dem  Punkte  c befestigt,  einen  Zoll 
weit  von  b entfernt,  und  mit  der  Linie  a b einen  Winkel  von 
90°  bildend.  Dieses  zweite  Visier  c stand  auf  einer  festen 
Scheibe,  um  welche  sich  ein  Ring  ss  in  horizontaler  Richtung 
drehte.  An  diesem  drehbaren  Ring  ist  ein  Diopterlineal  r r befe- 
stigt, welches  bei  m einen  sehr  feinen  Diopter  trägt*  Das  drehbare 
Lineal  hisst  sich  demnach  so  stellen,  dass  das  Auge  von  a aus, 
gleichzeitig  das  Visier  b durch  das  Diopterloch  1 und  und  das  Vi- 


*)  Volk  mann:  Neue  Beiträge  zur  Physiologie  des  Gesichtssinnes, 
Leipzig  1836.  pag.  3t. 
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sier  c durch  den  Diopter  rn  sieht.  Stehen  die  Haare  der  Visiere 
genau  in  der  Milte  der  Diopterlöcher,  so  geben  die  Visierlinien 
die  Sehestrahlen.  Bekannt  ist  nun  der  Winkel  ahc  = 90°,  be- 
kannt ist  die  Entfernung  be  = l Zoll,  und  es  kommt  nur  noch 
darauf  an,  den  Winkel  bei  c zu  kennen.  Diesen  Winkel  misst 
nun  das  Diopterlineal  auf  einer  Gradeintheilung  u u.  Am  Lineal 
selbst  ist  der  Nonius  tt  angebracht,  auf  die  Weise  eingetheilt, 
dass  10  Abschnitte  an  ihm  9 halben  Graden  auf  u u entsprechen. 
Es  sind  also  bei  Ausmessung  des  Winkels  b c a Differenzen  von 
3 Minuten  merkbar.  Aus  dem  Gegebenen  lässt  sich  nun  die  Ent- 
fernung des  betrachteten  Visiers  b vom  Kreuzungspunkt  der  Se- 
hestrahlen berechnen,  und  um  die  Lage  dieses  Punktes  im  Auge 
zu  bestimmen,  kam  es  nur  darauf  an,  die  Entfernung  des  Objects 
vom  vordersten  Punkt  des  Auges,  von  jener  ersten  Entfernung 
zu  subtrahiren.  Der  Abstand  des  Visiers  b vom  Auge  wurde 
mittelst  eines  feinen  Maassstabes  v erkannt,  der  zwischen  a und  1 
bei  v angebracht  war.  Wenn  man  nämlich  das  Instrument  mit 
dem  Rande  AD,  unterhalb  des  unteren  Augenliedes  fest  andrückt, 
so  schwebt  der  vorderste  Punkt  der  Hornhaut  nicht  über  dem 
Punkte  a,  welcher  6 Zoll  von  b entfernt  ist,  sondern  über  einem 
Punkt  zwischen  a und  1.  Daher  wurde  bei  jedem  Versuche  ein 
Assistent  so  gestellt,  dass  er,  von  D aus  visierend,  bestimmen 
konnte,  über  welcher  Linie  des  Maassstabes  v der  vorderste  Punkt 
der  Hornhaut  seine  Stellung  hatte. 

Mit  Hülfe  des  gedachten  Instruments  ergab  sich  nun  die  Ent- 
fernung des  Kreuzungspunktes  der  Sehestrahlen  von  dem  vorder- 
sten Punkte  der  Hornhaut 

in  Volkmanns  Auge  0,472  Zoll, 
im  Auge  eines  erwachsenen  Mannes  0,422 
- - 14jährigen  Mädchens  0,472 

einer  erwachsenen  Frau  0,522 
eines  Mannes  0,422 

0,422  - 

0,472  - 

0,522  - 

im  Mittel  0/77466^="577r?592  Par. 

Da  nun  der  Radius  der  Cornea  3,39  L.  beträgt,  so  würde 
dieser  Durchkreuzungspunkt  2"', 2 hinter  dem  Centrum  der  C or- 
nea liegen. 
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Volk  mann  endet  diesen  Abschnitt  mit  der  Behauptung,  dass 
der  Stand  des  Netzkautbildes  durch  eine  gerade  Linie  bestimmt 
werde,  die  von  dem  Object  durch  den  gemeinschaftlichen  Kreu- 
zungspunkt der  Richtungs-  und  Sehestrahlen  auf  die  Netzhaut  ge- 
fällt wird.  (V  olkmann  hat  die  Ansicht  von  dem  Zusammen- 
halten des  Drehungspunktes  mit  dem  Durchkreuzungspunkt  der 
Richtungslinien  in  neuester  Zeit  zurückgenommen,*)  während  der 
hier  folgende  Abschnitt  bereits  vor  zwei  Jahren  geschrieben  wor- 
den ist.  Die  Bemerkungen,  die  ich  mir  zu  machen  erlauben 
werde,  treffen  also  diesen  Gelehrten  in  keiner  Art,  und  ich  habe 
sie  nur  deshalb  nicht  unterdrücken  mögen,  weil  dabei  einiges  zur 
Sprache  kömmt,  welches  von  andern  Autoren  nicht  richtig  aus- 
einander gesetzt  worden  ist.) 

Es  kömmt  bei  diesen  Versuchen,  wie  man  sieht,  darauf  an, 
die  Augenase  unverrückt  in  der  Richtung  1 b zu  erhalten,  und 
durch  ein  seitliches  indirectes  Sehen  den  Diopter  m auf  das  Haar 
bei  c einzustellen.  Scharf  wird  sich  dies  nicht  bewerkstelligen 
lassen;  denn  das  indirecte  Sehen  ist  ein  sehr  undeutliches,  wovon 
man  sich  leicht  überzeugt,  wenn  man  mittelst  desselben  eine 
Schrift  zu  erkennen  versucht,  welches  mir  mindestens  ganz  un- 
möglich ist.  Ja  das  eigentlich  genaue  Sehen,  durch  welches  z.  B. 
ein  Diopter  scharf  eingesfellt  werden  kann,  scheint  nicht  einmal 
dem  gelben  Fleck  in  seiner  ganzen  Ausdehnung  zuzustehen,  son- 
dern nur  dem  Theil  desselben,  der  in  der  Augenaxe  liegt.  Denn 
Burow  giebt  an,**)  dass  man  die  Augenaxe  beim  Lesen  verän- 
dern müsse,  selbst  wenn  die  Zeile  nur  1",5  lang  ist,  und  ihr 
Bild  die  Grösse  des  gelben  Flecks  kaum  überragt.  Bekannt  ist 
es  auch,  dass  die  guten  Beobachter  durch  dioptrische  Instrumente 
die  Fähigkeit  haben,  ihr  Auge,  d.  h.  die  Axe  desselben,  scharf 
auf  einen  bestimmten  Punkt  des  Objects  zu  richten. 

Zugegeben  nun,  dass  in  den  Versuchen  Volkmann’s  ein  in- 
directes Sehen  wirklich  stattgefunden  habe,  so  wird  der  Winkel 
bei  c nicht  genau  zu  bestimmen  gewesen  sein,  und  dieser  Mangel 
an  Genauigkeit  wird,  wie  man  sogleich  sicht,  da  der  Winkel  bei 


*)  Archiv  für  Anatomie,  Physiologie  u.  s.  w.  Herausgegeben  von 
Joh.  Müller.  Jahrgang  1843.  Heft  1. 

**)  Beiträge  zur  Physiologie  und  Physik  des  menschlichen  Auges. 
Königsberg  1811.  S.  31.  , 
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c einige  80  Grad  betragen  wird,  auf  den  vorausgesetzten  Durch- 
kreuzungspunkt von  einem  keinesweges  zu  vernachlässigenden 
Einfluss  sein.  Ausserdem  hat  es  Schwierigkeit,  den  Punkt  auf 
der  Eintheilung  v anzugeben,  über  welchem  der  äusserste  Punkt 
der  Cornea  sich  befindet. 

ln  der  Anwendung  wird  cs,  glaube  ich,  den  meisten  Beobach- 
tern mit  diesem  Instrument  wie  mir  ergehen;  sie  werden  selbst 
sehr  deutlich  fühlen,  dass  sie  den  Diopter  m c nicht  durch  indi- 
rectes  Sehen  einstellen,  sondern  zu  dem  Ende  die  Augenaxe  ge- 
radezu dahin  richten.  Dies  jedoch  soll  bestimmt  nicht  der  Fall 
sein,  weil,  wenn  das  Auge  bei  diesen  Versuchen  gedreht  wird, 
man  den  Drehungspunkt  des  Augapfels  erhält,  aber  nicht  den 
Durchkreuzungspunkt  der  Richtungsstrahlen.  Volkmann  hat 
dieser  Schwierigkeit  beim  Gebrauch  seines  Instrumentes  nicht  er- 
wähnt, und  es  bleibt  daher  fraglich,  in  wie  fern  sie  bei  den  Mes- 
sungen an  seinen  eigenen  und  denen  anderer  Augen  berücksich- 
tigt worden  ist.  Ich  muss  gestehen,  dass  es  mir  mit  dem  Instru- 
ment nicht  gelang,  weil  ich  es  nicht  dahin  bringen  konnte,  b zu 
fixiren  und  zugleich  den  Diopter  m ohne  Verrücken  des  Auges 
einzustellen.  Wie  gesagt,  wenn  die  Schwierigkeit  des  Fixirens 
bei  einem  Auge  nicht  überwunden  ist,  wenn  es  gedreht  wird,  so 
erhält  man  für  dieses  Auge  nur  den  Drehungspunkt  durch  Ver- 
suche der  beschriebenen  Art.  Hierzu  hat  Burow  das  Instrument 
auch  angewandt,*)  und  im  Mittel  aus  40  Versuchen  an  seinem 
eigenen  Auge  gefunden,  dass  dessen  Drehungspunkt 


hinter  der  vordersten  Stelle  der  Cornea  liege,  welches  mit  dem 
obigen  von  Volkmann  gefundenen  Mittelwerth  gut  genug  über- 
einstimmt. 

Wenn  das  Vorangehende  Einwendungen  gegen  die  Art  der 
Beobachtung  sind,  so  bleibt  nun  noch  die  erheblichste  gegen  die 
zu  Grunde  liegende  Voraussetzung.  Man  habe  Fig.  2.  die  Linien 
b a,  cd  in  Bezug  auf  das  Auge  bestimmt;  wodurch  könnte  es  ge- 
rechtfertigt werden,  wenn  diese  Linien  geradlinig  verlängert  und 
also  ungebrochen  im  Innern  des  Auges  fortgesetzt  werden,  um 
den  Durchsehneidungspunkt  k zu  erlangen?  Warum  soll  y der 
Ort  sein,  wo  das  Object  c sich  auf  der  Retina  abbildet?  Die 
Beobachtung  hat  nichts  ergeben,  als  dass  die  beiden  Punkte  c und 


*)  Am  angef.  O.  pag.  2L 
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d,  oder  wenn  inan  will,  alle  Punkte  der  Linie  cd  sich  auf  ei- 
ner und  derselben  Stelle  der  Retina  abbilden,  denn  ihre  Bil- 
der decken  sich.  Daraus  folgt  jedoeh  nicht,  dass  dies  in  y gerade 
geschehen  müsse,  welches  vielmehr  aus  theoretischen  Gründen 
sogar  unmöglich  ist.  Man  überzeugt  sich  hiervon  freilich  am  be- 
sten durch  das  Folgende,  allein  auch  schon  vorläufig  dadurch,  dass 
man  statt,  des  complicirteren  Auges  eine  einfache  biconvexe  Linse 
sich  denkt. 

Ganz  anders  verhält  es  sich  mit  Versuchen,  welche  Volk- 
mann an  todten  Augen  weisser  Kaninchen  anstellte.  Hier  war 
die  Lage  des  Bildes  auf  der  Retina  bekannt,  und  wenn  irgend 
ein  Punkt  desselben  mit  dem  entsprechenden  des  Objects  verbun- 
den wurde,  so  erhält  man  einen  Durchkreuzungspunkt,  der  weder 
constant  sein  kann,  noch  für  den  vorliegenden  Zweck  von  Erheb- 
lichkeit ist. 

Wir  kehren  nunmehr  zu  der  Aufgabe  zurück,  die  zu  Anfang 
dieses  Abschnitts  gestellt  worden  ist.  In  einem  früheren  Ab- 
schnitt „Weg  der  Lichtstrahlen  durchs  Auge“  wurde  ein  Licht- 
strahl vorausgesetzt,  der  auf  ein  System  von  i -}-  1 Linsen  fällt, 
den  Winkel  w mit  ihrer  gemeinschaftlichen  Axe  macht,  und  in 
der  i + Iten  Linse  den  Winkel  vj.  Ist  zugleich  m der  Brechungs- 
index der  i -j-  lten  Linse,  so  ergab  sich  nach  nach  der  dortigen 
Bezeichnung  (II) 

ni  vi  — (4  i -f  La)  w 

Da  man  das  Auge  als  aus  drei  Körpern  mit  sphärischen  Flächen 
zu  betrachten  hat,  so  wird  i = 2,  und  folglich 

n2  va  =(9,a)  w 

In  so  fern  nun  w der  Winkel  des  Strahls  mit  der  Axe  vor 
der  Brechung  ist,  v2  derselbe  nach  allen  Brechungen,  d.  h.  der 
Winkel,  den  der  Strahl  im  Glaskörper  mit  der  Augenaxe  bildet, 
so  soll  zufolge  der  Aufgabe  v2  = w sein,  welchen  Werth  auch 
w habe,  vorausgesetzt  nur,  es  sei  hinlänglich  klein,  um  für  sin.  w 
w schreiben  zu  dürfen. 

Damit  diese  Bedingung  erfüllt  werde,  muss  man  haben 

n2  — (9,a) 

und  hieraus  a beslimmen. 

a bedeutet  die  Entfernung  von  der  ersten  brechenden  Fläche, 
wo  der  ursprüngliche  Strahl  die  Axe  trifft,  und  zwar  ist  a posi- 
tiv, wenn  diese  Entfernung  nach  Innen  liegt. 
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Setzt  man  für  (9,a)  a (9,1)  + (9,2),  so  findet  man 


n, 


(9,2) 


(9,1) 

Wenn  man  nun  den  Grössen  rechts  die  in  einem  früheren 
Abschnitte  ermittelten  Werthe  beilegt,  so  findet  man 


a = 3///,1928 

und  dies  lehrt,  dass  wenn  ein  Strahl  so  gegen  die  Augenaxe  ge- 
richtet ist,  dass  er  sie  in  einer  Entfernung  von  3"', 19..  hinter  der 
Cornea  träfe,  dann  wird  er  in  der  Glasfeuchtigkeit  sich  seiner 
ursprünglichen  Richtung  parallel  bewegen,  und  zwar  welches  auch 
der  Winkel  sei,  unter  dem  er  gegen  die  Augenaxe  geneigt  war. 

Wir  werden  diesen  Punkt,  der  0"',197.,  also  noch  nicht  * 
Linie  vor  dem  Centrum  der  Cornea  liegt,  den  ersten  optischen 
Hauptpunkt  des  Auges  nennen.  Es  giebt  einen  zweiten,  der 
erhalten  wird,  wenn  man  den  Punkt  sucht,  wo  der,  dem  betrach- 
teten, parallele  Strahl  die  Axe  trifft  oder  träfe,  wenn  man  ihn 
sich  bis  zur  Axe  verlängert  denkt. 

Man  hat  zufolge  der  Gleichung  (V)  des  erwähnten  Abschnitts 


_(8*a)„ 

n2  (9,a) 

wo  b2  die  Entfernung  von  der  letzten  brechenden  Fläche  (hier 
also  der  Vorderfläche  des  Glaskörpers)  bedeutet.  Da  nun  der 
Strahl,  für  welchen  hier  ba  gesucht  wird,  die  Bedingung  erfüllt 
n2  =s  (9,a),  so  findet  man 

b2  = a (8,1)  + (8,2) 

n?  (8,1)  — 1, 


oder 


(9,1) 


in  sofern  (9,1)  (8,2)  — (8,1) (9,2)  = — 1,  und  überhaupt  (n,l) 
(n— -1,2)  — (n  — 1,1)  (n,2)  = dt  1,  je  nachdem  n gerade  oder 
ungerade. 

Man  findet  demnach 

1>2  = — 0"',2946, 

wo  das  Zeichen  - — bedeutet,  dass  der  gesuchte  Punkt  in  entge- 
gengesetzter Richtung,  also  im  Innern  der  Linse  liegt.  Da  nun 
die  Vorderfläche  des  Glaskörpers  3"', 571  von  der  Cornea  absteht, 
so  liegt  der  zweite  optische  Hauptpunkt  3"', 276  hinter  der  Cor- 
nea. Wie  man  sieht,  liegen  beide  Hauptpunkte  nur  um  0"',083 
von  einander  entfernt,  und  zwar  beide  vor  dem  Mittelpunkt  der 
Hornhautkrümmung,  wiewohl  sehr  wenig  davon  verschieden. 
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In  dem  vorigen  Abschnitt  ist  angeführt  worden,  dass  man 
den  Radius  der  Hornhaut  zu  2'", 88..  statt  3'", 39  annehmen 
müsste,  wenn  die  Bilder  der  Objecte  sich  auf  der  Retina  darstel- 
len sollten.  Für  diesen  Werth  von  r würden  die  beiden  Haupt- 
punkte 2/y/,835  und  2y/y,890  von  der  Cornea  entfernt  liegen. 

Der  Nutzen,  den  die  Kenntniss  der  Lage  dieser  Hauptpunkte 
gewährt,  ist  einleuchtend.  Da  sie  in  der  Beziehung  zu  einander 
stehen,  dass  w7enn  ein  Lichtstrahl  auf  einen  derselben  unter  einem 
gewissen  Winkel  mit  der  Axe  gerichtet  ist,  dann  der  entspre- 
chende Strahl  auf  den  anderen  Hauptpunkt  unter  demselben  Win- 
kel geneigt  ist,  so  giebt  dies  ein  Mittel  für  jedes  gegebene  Object 
die  Lage  des  Bildes  auf  der  Retina  zu  linden.  Man  ziehe  von 
einem  Punkte  des  Objects  eine  Linie  nach  dem  ersten  Hauptpuukt 
und  eine  zweite  ihr  parallele  von  dem  andern  Hauptpunkte,  so 
wird  auf  letzterer  Linie  das  Object  sich  abbilden,  und  zwar  kann 
man  in  der  Wirklichkeit  den  Durchschnitt  dieser  Linie  mit  der 
Retina  für  den  Ort  des  Bildes  annehmeu. 

Somit  ist  die  Grösse  des  Netzhautbildes  zu  linden.  Misst 
man  nemlich  den  Gesichtswinkel  des  Gegenstandes  am  ersten  op- 
tischen Hauptpunkt,  so  ist  die  Grösse  seines  Bildes  =a  diesem 
Bogen  multiplicirt  in  6yyy,555  d.  h.  in  die  Entfernung  des  zweiten 
optischen  Hauptpunktes  von  der  Nervenhaut  (die  Axe  des  Auges 
von  der  Cornea  bis  zur  Retina  ist  dabei  zu  9yy/,831  vorausgesetzt). 
Nach  Volkmann  wäre  jener  Bogen  nur  mit  4yy/,239  zu  multi- 
pliciren;  daher  sind  die  nach  seiner  Angabe  berechneten  Grössen 
gegen  die  unsrigen  im  Verhältnis  von  0,65  zu  klein.  So  z.  R. 
giebt  dieser  Gelehrte  an,  dass  in  einer  Entfernung  von  11  Zoll 
zwei  Spinnefäden,  welche  um  0//,Q052  von  einander  abstanden, 
deutlich  als  zwei  empfunden  wurden.  Hieraus  findet  er  die 
Grösse  des  Netzhautbildes,  d.  h.  die  Entfernung  der  beiden  Fäden 
auf  der  Retina  0", 00016 , während  sie  nach  unserer  Rechnung 
0,y, 00025  betragen  würde. 

Unter  dem  Gesichtswinkel  von  40  Sekunden,  den  man  in 
der  Regel  als  die  Gränze  der  Unterscheidbarkeit  ansiebt,  ist  die 
Grösse  des  Netzhaulbildes  0", 00011  = ,7^  Zoll.  Nach  E.  H. 
Wcber’s  Messungen  der  Netzhautkügelchen  variirt  ihr  Durch- 
messer von  sö'öit  bis  siVö^  und  einige  Physiologen  setzen 

voraus,  dass  zwischen  dem  kleinsten  noch  wahrgenommenen 
Bilde  und  der  Grösse  der  Nervenendigung  eine  Ucbcrcinstimmung 


374 


Ueber  das  Auge. 

vorhanden  sei.  Andere  jedoch  sind  dieser  Meinung  nicht.  Es 
sind  ungünstige  Umstände,  z.  B.  Lichtmangel  oder  Mangel  an 
Adaplirung  u.  s.  w.,  welche  einen  so  grossen  Gesichtswinkel  von 
40//  oder  30"  (wie  ihn  Tobias  Meyer  angab)  für  die  Gränze  der 
Wahrnehmbarkeit  halten  lassen.  Jedes  nur  mittelmässige  Auge, 
sagt  Volkmann,  erkennt  ein  menschliches  Haar  von  0/y,002 
Durchmesser  in  30  Zoll  Entfernung.  Nach  unserer  Rechnung 
entspräche  dieser  Wahrnehmung  ein  Gesichtswinkel  von  13,6  Se- 
kunden und  ein  Netzhautbild  von  0% 000036.  Es  wird  häufig  an- 
geführt, dass  ein  Schüler  des  berühmten  von  Baer  ein  Haar  von 
gL  Linie  Durchmesser  in  einer  Entfernung  von  28  Fuss  sah,  und 
dieser  ausserordentlichen  Schärfe  entspräche  ein  Gesichtswinkel 
von  noch  nicht  einer  Sekunde  und  ein  Netzhautbild  von  nur 
0", 0000015. 

Will  man  die  kleinsten  w^ahrzunehmenden  Bilder  mit  der 
Grösse  der  Nervenendigungen  vergleichen,  so  ist  übrigens  nicht 
zu  vergessen,  dass,  nach  Burow’s  Angabe,  der  gelbe  Fleck  die 
Nervenenden  kleiner  (£■ — ~ der  Grösse  von  den  Marktkügelchen  auf 
der  übrigen  Fläche  der  Retina)  und  dabei  regelmässiger  an- 
geordnet zeigt. 

Was  nun  die  Richtung  des  Sehens  anbetriflt,  so  entsteht 
zuerst  die  Frage,  ob  wir  überhaupt  die  Gegenstände  ausserhalb 
der  Augenaxe  an  ihrem  wahren  Ort  sehen?  Nach  dem,  was  wir 
im  Obigen  über  die  Undeutlichkeit  des  seitlichen  oder  indirecten 
Sehens  anführten,  und  nach  der  wahrscheinlichen  Vermutkung, 
dass  diese  Undeutlichkeit  desto  bedeutender  werde,  je  grösser  der 
Winkel  ist,  den  die  Objecte  mit  der  Axe  bilden,  lässt  sich  die 
angeregte  Frage  empirisch  nicht  beantworten.  Nur  das  ist  sicher, 
dass  wir  selbst  von  den  am  meisten  seitwärts  liegenden  Gegen- 
ständen ein  Bewusstsein  ihrer  ungefähren  Lage  jedenfalls  ha- 
ben. Sicher  ist  es  ferner,  dass  dieses  Bewusstsein  einem  be- 
stimmten, die  Retina  treffenden  Strahl  sein  Entstehen  nicht  ver- 
danke, also  z.  B.  nicht  dem  Strahl,  welcher  durch  den  vorausge- 
setzten Durchkreuzungspunkt  oder  Drehungspunkt  sich  bewege, 
eben  so  wenig  verdanken  wir  dieses  Bewusstsein  einem  Strahl, 
welcher  etwa  auf  den  zweiten  optischen  Hauptpunkt  gerichtet 
ist.  Die  Richtung,  in  welche  wir  die  deutlich  und  undeutlich 
gesehenen  Objecte  versetzen,  hängt  allein  von  dem  Ort  auf  der 
Retina  ab,  wo  sie  sich  abbilden.  Man  kann  eine  feine  Oetfnung 
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vor  dem  Auge  bewegen,  während  dasselbe  auf  einen  bestimmten 
Gegenstand  gerichtet  ist , trotz  der  Bewegung,  d.  h.  trotz  dem 
dass  nach  und  nach  die  einzelnen  Strahlen  verhindert  werden, 
auf  die  Retina  zu  gelangen,  sieht  das  Auge  den  Gegenstand  un- 
verrückt  an  seinem  Orte.  Somit  kommt  es  auf  einen  bestimmten 
Strahl  nicht  an.  Ist  das  Auge  für  den  betrachteten  Gegenstand 
nicht  adaptirt,  oder  wegen  seines  Baues  nicht  zu  adaptiren,  dann 
scheint  sich  derselbe  freilich  mit  der  Oeffnung  oder  ihr  entgegen- 
gesetzt zu  bewegen,  je  nachdem  er  dem  Auge  zu  fern  oder  zu 
nahe  liegt.  Kurzsichtige  können  sich  von  dem  ersteren,  gut  ge- 
baute oder  weitsichtige  Augen  sich  von  dem  letzteren  leicht  über- 
zeugen. Allein  selbst  die  scheinbare  Bewegung  des  Objects  in 
diesem  Falle  beweist  doch  im  Grunde  dasselbe  als  seine  un ver- 
rückte Lage  bei  richtiger  Adaptirung.  Der  einzelne  leuchtende 
Punkt  oder  erhellte  Gegenstand  bildet  dann  nemlich  auf  der  Re- 
tina Zerstreuungskreise  und  die  Bewegung  der  feinen  Oeffnung 
bewirkt  nur,  dass  verschiedene  Stellen  der  Netzhaut  das  Licht 
erhalten  und  den  Gegenstand  dann  nach  verschiedener  Richtung 
hin  sehen.  Somit  hängt  auch  hier  wiederum  der  Ort  auf  der 
Retina  mit  der  Richtung  des  Gesehenen  zusammen.  Mile  hat 
mit  Recht  darauf  aufmerksam  gemacht,  *)  dass  von  den  seitwärts 
liegenden  Gegenständen  sogenannte  Richtungsstrahlen  — worun- 
ter wir  hier  solche  verstehen,  welche  auf  die  optischen  Haupt- 
punkte gerichtet  sind  — gar  nicht  auf  die  Retina  fallen,  da  sie 
von  der  Iris  aufgefangen  werden.  Setzt  man  die  Entfernung  der 
Pupille  von  der  vorderen  Hornhautfläche,  und  zwar  in  der  Axe 
gemessen  = 1"',2,  so  ist  der  Mittelpunkt  der  Pupilie  2///,0..  von 
dem  ersten  Hauptpunkt  entfernt,  und  dann  werden  bei  einer 
Oeffnung  der  Pupille  von  2"'  nur  Richtungsstrahlen  von  Gegen- 
ständen, deren  Neigung  mit  der  Augenaxe  etwa  27°  beträgt,  von 
der  Iris  nicht  aufgehalten  und  daher  zur  Retina  gelangen. 

Zu  erklären  bleibt  also  der  Zusammenhang  zwischen  der 
Richtung,  in  welche  wir  die  Objecte  versetzen  und  dem  Ort  der 
Retina,  wo  sie  sich  abbilden.  Wenn  man  die  Angabe  von  Tre- 
viranus über  den  anatomischen  Bau  der  Retina  zu  Grunde 
legt,  nach  welcher  die  Nervenendigungen  diese  Haut  gewisser- 


*)  Mile;  Ueber  die  Richtungsiinien  beim  Sehen, 
pag.  235. 
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massen  durchbohren,  so  kann  man  sich  die  in  Rede  stehende 
Frage  vielleicht  so  beantworten  — obgleich  ich  hinzufügen  muss, 
dass  die  Angabe  von  Treviranus  bei  anderen  Gelehrten  Zweifel 
erregt  hat.  Die  Retina  ist  ein  durchsichtiges  Gebilde,  und  es  steht 
der  Annahme  nichts  entgegen,  dass  wie  auch  die  Wirkung  des 
Lichts  auf  die  Nervcnsubstanz  beschaffen,  sie  bis  in  eine  gewisse 
Tiefe  dringe  und  sich  bemerkbar  mache.  Dass  nun  aber  die  Ner- 
venendigungen nach  der  Richtung,  in  welcher  sie  gelagert  sind, 
den  Eindruck  zurückversetzen,  ist  allen  übrigen  Erfahrungen  ent- 
sprechend, und  hat  in  so  fern  nichts  befremdendes.  Sind  diese 
Nervenendigungen  auf  den  zweiten  optischen  Hauptpunkt  gerich- 
tet, dann  wird  das  Auge  die  äusseren  Gegenstände  in  Bezug  auf 
die  Winkel,  welche  sie  mit  der  Axe  bilden,  richtig  beurtheilen, 
jedoch  dieselben  nicht  genau  an  der  Stelle  sehen,  wo  sie  sich  be- 
finden, weil  die  beiden  optischen  Hauptpunkte  um  etwa  Linie 
von  einander  entfernt  sind,  worüber  sich,  wie  gesagt,  durch 
Beobachtung  nicht  sicher  entscheiden  lässt.  Auch  aus  der 
Krümmung  der  Retina  lässt  sich  nichts  folgern.  Treviranus 
hält  diese  Messung  für  schwierig;  er  fand  den  Radius  der  hintern 
Krümmung  des  Glaskörpers*)  5'", 1?  5'", 7 ; 7,3;  Sömmering  fand 
ihn  nur  4'", 4.  Nach  Krause  **)  bildet  die  hintere  Fläche  der 
Retina  ein  Ellipsoid,  dessen  halbe  grosse  Axe  an  8 Individuen 

5///,12  5 5,05 ; 5,12 ; 5,07 ; 5,14 ; 5,05  j 5,05 ; 4,93 
dessen  halbe  kleine  Axe 

an  8 Individuen  4,45;  4,15;  4,23;  4,41 ; 4,58 ; 4,43 ; 4,41 ; 4,19 
von  ihm  gemessen  wurde.  Der  berührende  Kreis  würde  demzu- 
folge einen  Radius  von  5'", 9 haben.  Zur  Noth  könnte  also  wohl 
der  zweite  Hauptpunkt,  den  wrir  6'", 5...  von  der  Netzhaut  ent- 
fernt finden,  bei  den  sonstigen  Ungenauigkeiten  der  Messungen 
des  Auges,  für  das  Centrum  der  Retinakrümmung  gelten.  Allein 
der  gelbe  Fleck,  auf  den  hierbei  die  wichtigste  Rücksicht  zu  neh- 
men ist,  scheint  seine  Krümmung  für  sich  zu  haben.  Burow 
fand  ihn  kegelförmig  über  die  innere  Fläche  der  Retina  erhaben, 
und  schätzt  die  Höhe  des  Kegels  O'^jl ; andere  Anatomen  fanden 
ihn  umgekehrt  in  der  Mitte  vertieft. 


*)  Treviranus.“  Beiträge  zur  Anatomie  und  Physiologie  der  Sinnes- 
werkzeuge. Heft  I.  pag.  23. 

**)  G.  Krause:  Ueber  die  Gestalt  des  Auges.  Pogg.  Anu  Bd,  39.  p.  532. 
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Feber  das  Schätzen  der  relativen  Entfernung,  die  Beur- 
tlieilung  des  Reliefs  u.  s.  w.  durch  das  Auge,  und  über 
das  Stereoscop  von  Wheats tone. 

In  einer  interessanten  Abhandlung  hat  Wheats  tone  auf  ein 
Moment  beim  Sehen  mit  beiden  Augen  aufmerksam  gemacht,  ’) 
das,  so  nahe  es  liegt,  von  keinem  Forscher  bis  jetzt  eigentlich  be- 
merkt und  noch  viel  weniger  in  seinen  wichtigen  Folgen  gewür- 
digt worden  ist.  Es  ist  dies  der  Umstand,  dass  ein  räumliches 
Object  in  beiden  Augen  ungleiche  Bilder  entwirft,  welche  Un- 
gleichheit zunimmt,  je  mehr  die  beiden  Augenaxen  convergiren, 
je  näher  das  Object  also  herangerückt  wird.  Fig.  12.  Taf.  1. 
stellt  einen  Würfel  vor,  der  sich  gerade  vor  den  Augen  in  einer 
Entfernung  von  7 Zoll  ungefähr  befindet,  und  zwar  ist  a die 
Zeichnung,  welche  dem  linken,  b diejenige,  welche  dem  rechten 
Auge  entspricht.  Es  hat  keine  Schwierigkeit,  die  Art  einzuschen, 
wie  solche  Bilder  nach  den  Regeln  der  Perspective  zu  zeichnen 
sind;  man  braucht  zu  dem  Ende  nur  den  gegebenen  Gegenstand 
in  einer  zweckmässigen  Entfernung  (6  bis  8 Zoll)  und  von  zweien 
Standpunkten  aus  zu  entwerfen,  welche  um  den  Abstand  beider 
Augen  (2i  Zoll)  verschieden  sind,  während  die  beiden  Projeclions- 
cbenen  einen  Winkel  mit  einander  bilden,  der  Ergänzung  des 
Neigungswinkels  der  Sehaxen  zu  180°  gleiehkommend. 

Die  Thatsache  von  der  Ungleichheit  der  beiden  Bilder  eines 
und  desselben  räumlichen  Objects  erkennend,  wurde  Wheatstone 
darauf  geführt,  in  dieser  Ungleichheit  ein  Ilülfsmittel  des  Auges 
bei  der  Beurtheilung  der  Räumlichkeit  oder  des  Reliefs  zu  erken- 
nen. Dieser  Hülfsmiitel  hat  das  Auge  mehrere,  die  wir  nachher 
besprechen  werden;  Wheatstone  sieht  dasjenige,  was  er  so 
scharfsinnig  entdeckt  und  verfolgt  hat,  als  das  hauptsächlichste 
an,  worüber  mit  einem  Entdecker  allerdings  nicht  zu  rechten  ist. 
Die  Frage  ist  nur  zuerst  diese,  hat  die  Ungleichheit  der  Bilder 
eines  nach  3 Dimensionen  sich  erstreckenden  Körpers  wirklich 
den  Nutzen,  den  Wheatstone  behauptet? 


*)  Ch.  Weatstoue:  Beiträge  zur  Physiologie  des  Gesichtssinnes,  philos. 
transact,  Jahrgang  1838.  Bd.  11.  pag,  371.  Dieselben  deutsch  von 
Dr.  A.  Franz.  Pogg,  Aunal,  Ergänzungsband  I.  pag.  1 1839. 
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Dies  zu  beweisen,  untersucht  Wheatstone,  welcher  Erfolg 
stattfindet,  wenn  man  den  beiden  Augen  gleichzeitig  zwei  solcher 
ungleichen  Bilder  (jedem  Auge  das  ihm  entsprechende)  darbietet 
und  den  Versuch  dabei  so  einrichtet,  dass  beide  Augen  ihr  Ob- 
ject nach  einem  und  demselben  Ort  versetzen.  Der  Erfolg  ist 
dann  in  der  That  der,  dass  statt  der  flächenhaften  Zeichnung  ein 
körperlicher  Gegenstand,  also  nach  3 Dimensionen  sich  erstreckend, 
gesehen  wird,  und  damit  ist  der  fragliche  Nutzen  dann  bewiesen. 

Was  diese  Art  von  Versuchen  betrifft,  so  ist  Folgendes  zu 
bemerken.  Bei  dem  gewöhnlichen  Sehen  eines  einzigen  Objects 
wird  dasselbe  vom  Gesichtssinn  naeh  dem  Kreuzungspunkt  der 
beiden  Sehaxen  versetzt,  und  das  Object  bildet  sich  daher  auf 
gleiche  Theile  beider  Nervenhäute  ab.  Die  letztere  Bedingung 
wird  aber  aueh  erfüllt,  wenn  zwei  ganz  gleiche  Objecte  in  der 
Richtung  der  beiden  Sehaxen  angebracht  werden,  also  vor  oder 
hinter  ihrem  Durchkreuzungspunkt.  In  diesen  beiden  Fällen  wird, 
wie  die  Erfahrung  lehrt,  gleichfalls  nur  ein  einziges  Object  schein- 
bar gesehen,  und  zwar  an  der  Stelle,  wo  die  beiden  Sehaxen 
sich  kreuzen.  Will  man  sich  hiervon  überzeugen,  so  werden  die 
Augen  eine  äussere  Unterstützung  verlangen,  damit  ihre  Axen  in 
einer  bestimmten  Convcrgenz  verharren,  und  zu  dem  Ende  ver- 
fährt Wheatstone  so.  Er  lässt,  wenn  die  beiden  gleichen  Ob- 
jecte vor  dem  Durchkreuzungspunktc  der  Sehaxen  liegen  sollen, 
die  beiden  Augen  durch  zwei  bewegliche  Röhren  sehen,  und  wenn 
sie  hinter  jenem  Punkte  angebracht  sind,  so  bestimmt  er  den 
Punkt,  wohin  die  beiden  Axen  gerichtet  sein  sollen,  durch  eine 
Nadel,  wodurch  die  beiden  Augen  hinlänglich  fixirt  erhalten  wer- 
den können. 

Wenn  man  jedoch  statt  der  zwei  gleichen  Objecte  die  oben 
besprochenen  zwei  Perspectiv- Ansichten  eines  und  desselben  räum- 
lichen Objects  anwendet : dann  nimmt  der  Beobachter  auch  nur 
einen  Gegenstand  aber  von  drei  Dimensionen  wahr,  d.  h.  so  wie 
das  Object  gewesen  ist,  von  dem  die  Zeichnungen  genommen 
wurden.  Und  dies  ist  der  für  die  Ansicht  Wheatstone’s  ent- 
scheidende Versuch,  in  seiner  einfachsten,  wenn  auch  nicht  vor- 
theilbaftesten  Form.  Denn  da  die  beiden  Augen  in  keinem  der 
angeführten  Fälle  für  die  Objecte  oder  die  Zeichnungen,  welche 
mau  sie  betrachten  lässt,  genau  adaptirt  sind,  so  wird  der  Ge- 
sammteindruck  kein  deutlicher  sein.  Inzwischen  ist  es  diesem 
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Gelehrten  gelungen,  ein  Instrument  zn  erfinden,  das  von  diesem 
Uebelstand  frei  und  zugleich  in  seinem  Gebrauch  bequem  ist,  und 
dem  er  den  Namen  Stereoscop  beigelegt  hat.  Fig.  3.  Tafel  I. 
giebt  eine  Ansicht  dieses  interessanten  Instruments  von  vorn  ge- 
sehen. AAI  sind  zwei  ebene  Spiegel  von  ungefähr  4 Quadratzoll, 
so  aufgestellt,  dass  ihre  Seiten  einen  Winkel  von  90°  bilden. 
Wo  sich  diese  beiden  Spiegel  berühren,  befindet  sich  ein  vertica- 
les  Brett,  welches  in  der  Zeichnung  weggelassen  worden.  Es  hat 
den  Zweck,  die  Stirn  daran  zu  legen  und  so  die  *4ugen  unmit- 
telbar, jedes  vor  seinem  Spiegel  zu  fixiren,  zu  welchem  Behuf 
das  Brett  Ausschnitte  hat.  D Dj  sind  zwrei  aufrecht  stehende  La- 
den, welche,  auf  zwei  gegen  einander  schiebbaren  Brettern  C Ct 
befestigt,  in  verschiedene  Entfernungen  von  den  Spiegeln  gebracht 
werden  können.  In  den  meisten  Versuchen  ist  es  nöthig,  dass 
jeder  Laden  in  gleicher  Entfernung  von  dem  gegenüberstehenden 
Spiegel  sich  befinde.  Diesen  Zweck  zu  erreichen  wird  eine 
rechts  und  eine  links  geschnittene  Schraube  r 1 angebracht,  deren 
Nutzen  klar  ist.  E Ej  sind  zwei  Schieber,  in  Falzen  der  Laden 
gehend,  durch  welche  die  Zeichnungen  so  lange  vor-  oder  rück- 
wärts bewegt  werden,  bis  ihre  reflectirten  Bilder  mit  den  Sek- 
axen  zusammenfallen  und  an  scheinbarer  Grösse  den  Zeichnungen 
entsprechen.  Die  Bilder  werden  zwar  schon  gusammenfallen, 
wenn  die  Schieber  hin  und  her  bewegt  werden,  d.  h.  in  sehr 
verschiedentlichen  Stellungen  der  beiden  Zeichnungen.  Allein  es 
giebt  für  diese  letzteren  nur  eine  einzige  Lage,  w~o  ihre  Reflexe 
als  ein  einziges  Bild  von  der  wahren  Grösse  ohne  Anstrengung 
der  Augen  erkannt  werden;  weil  nur  in  einem  einzigen  Fall  die 
richtige  Grösse  beider  Netzhautbilder  verbunden  mit  der  richtigen 
Convergenz  der  Sehaxen  und  mit  der  richtigen  Accomodation 
stattfindet. 

Wenn  man  die  Zeichnungen  anfertigt,  so,  dass  für  sie  alle 
eine  und  dieselbe  Neigung  der  Axen  (6  bis  8 Zoll  entfernten 
Kreuzungspunkt)  passt,  dann  kann  man  das  Instrument  dadurch 
vereinfachen,  dass  man  die  Schraube  rl  weglässt,  die  Laden  DD( 
also  feste  Wände  sein  lässt,  welchen  man  Falze  giebt,  die  Zeich- 
nungen aufzunehmen.  In  dieser  Art  besitze  ich  ein  Instrument, 
welches  den  gewöhnlichen  Zwecken  vollkommen  gut  entspricht 
und  welches  aus  einem  horizontalen  15  Zoll  langen  Brett  besteht, 
an  dessen  beiden  Enden  zwei  Breiter  mit  Falzen  versehen  senk- 
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recht  aufgesetzt  sind.  In  der  Mitte  sind  die  beiden  unter  90°  ver- 
bundenen Spiegel  befestigt,  welche  vor  sich  eine  Querwaud  mit 
Ausschnitten  für  die  beiden  Augen  haben. 

Der  deutsche  Bearbeiter  von  Wheatstone’s  Abhandlung, 
Dr.  August  Franz,  welcher  die  Erscheinungen  des  Stereoscops 
bei  Wheatstone  selbst  gesehen  hat,  macht  über  den  Gebrauch  die- 
ses Instruments  einige  Anmerkungen,*)  welche  zuerst  zu  bespre- 
chen sind.  Er  sagt,  dass  jeder,  der  zum  ersten  Male  mit  dem 
Instrument  einen  Versuch  macht,  also  mit  dessen  Effect  noch 
nicht  bekannt  ist,  auf  die  Erscheinung  des  Reliefs  stets  aufmerk- 
sam gemacht  werden  müsse,  um  die  einfach  gesehene  Figur  in 
räumlicher  Ausdehnung  zu  erkennen.  Sei  man  dagegen  mit  dein 
Instrument  bekannt,  so  werden  diejenigen  Figuren,  welche  häufig 
im  Leben  Vorkommen  und  von  denen  wir  durch  Erfahrung  einen 
klaren  Begriff  erworben  haben,  auf  den  ersten  Blick  in  Relief  ge- 
sehen; minder  bekannte  Figuren  bedürften  aber  auch  dann  noch 
einer  anhaltenden  Betrachtung.  Solche  Figuren,  welche  ganz  un- 
gewöhnliche fremde  Gegenstände  darstellen,  sollen  dem  Beobach- 
ter momentanen  Augen-  und  Kopfschmerz  verursachen,  und  er  er- 
kennt ihre  Gestalt  im  Relief  ohne  eine  gegebene  Erklärung  und 
Auseinandersetzung  nicht.  Dr.  Franz  sah  bei  Wheatstone  die 
Zeichnung  eines  Lichtstrahls,  der  von  drei  Glasplatten  refiectirt 
wurde,  von  denen,  wie  er  angiebt,  die  erstere  sich  in  einer  dia- 
gonalen Lage  befand  und  den  Strahl  nach  der  zweiten,  senkrecht 
stehenden  refiectirte.  Durch  diese  ging  er  hindurch  und  fiel  auf 
die  dritte,  welche  dieselbe  Stellung  als  die  erste  hatte,  und  den 
Strahl  refiectirte.  Es  waren  schattirte  Zeichnungen  auf  schwar- 
zem Grunde,  die  dem  Dr.  Franz  wohl  aus  der  Ebene  herauszu- 
treten schienen,  die  er  jedoch  erst  dann  als  ein  vollkommen  deut- 
liches Relief  und  als  überraschend  naturgetreu  erkannte,  nachdem 
er  die  Bedeutung  des  Gegenstandes  erfahren.  Hieraus  schliesst 
derselbe,  dass  das  Sehen  eines  Gegenstandes  im  Stereoscop  nach 
seinen  drei  Dimensionen  nur  eincnthcils  von  den  verschiedenen 
Gesichtseindrücken  auf  beide  Augen,  andernthcils  jedoch  von  eh 
11er  Seelcnthätigkeit  abhänge. 

Allein  diesen  Angaben  kann  ich  nicht  beistimmen.  Als  ich 


*)  Loggend.  Annal.  d.  Physik  u.  Chemie.  Ergänzuugsband.  Leipzig 
1842.  pag.  12. 
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£um  ersten  Male  ein  Stereoscop  gebrauchte  und  Zeichnungen  hin- 
einlegte, an  deren  Effect  ich  weiter  gar  nicht  gedacht  halte,  sah 
ich  allerdings  keine  Relieferscheinung;  als  ich  jedoch  unmittelbar 
darauf  eine  gewöhnlich  von  mir  gebrauchte  Brille  nahm,  war  die 
Erscheinung  vollkommen  ausgebildet.  Dies  Resultat  ist  einfach 
dadurch  zu  erklären,  dass  ich  mit  der  Brille  mehr  gewöhnt  bin, 
die  Augenaxcn  auf  einen  etwas  fernen  Gegenstand  zu  fixiren. 
Eben  so  ging  es  mir  bei  anderen  Personen,  denen  ich  das  Instru- 
ment zeigte;  auch  sie  sahen  mitunter  das  nicht,  was  gesehen  wer- 
den sollte;  es  war  aber  dann  ganz  hinreichend,  sie  nur  ruhig  in 
die  Spiegel  sehen  zu  lassen;  nach  sehr  kurzer  Zeit  stellte  sich 
auch  bei  ihnen  der  Reliefeindruck  her.  Dagegen  giebt  es  andere 
Individuen,  denen  der  Gebrauch  des  Stcoroscops  gleich  von  An- 
fang überaus  leicht  wird;  selbst  bei  Kindern  von  sechs  Jahren 
habe  ich  das  beobachtet.  Ich  liess  sie  in  das  Instrument  sehen 
und  merkte  aus  ihrer  Beschreibung'  deutlich,  dass  sie  den  beab- 
sichtigten Eindruck  empfingen.  Die  richtige  Convergenz  der  Seh- 
axen  kann  Anfangs  den  Gebrauch  des  Instruments  erschweren; 
später  fällt  diese  Schwierigkeit  fort  und  man  sieht  die  Erschei- 
nungen mit  der  grössten  Leichtigkeit.  Ich  bemerke  hierbei,  dass 
wenn  irgend  ein  Beobachter  die  beiden  Zeichnungen  nur  als  eine 
sieht,  daraus  noch  nicht  folge,  dass  seine  Augenaxen  sich  auf  den 
Bildern  kreuzen,  und  wenn  er  trotz  des  Einfachsehens  in  diesem 
Falle  die  Zeichnung  nicht  nach  drei  Dimensionen  sieht,  so  lässt 
sich  dies  dann  so  erklären,  dass  derselbe  in  der  That  nur  mit 
einem  Auge  sehe.  Bei  Personen  mit  sehr  ungleichen  Augen  ge- 
lingen die  Versuche  am  Stereoscop  in  der  Regel  gar  nicht,  wahr- 
scheinlich deshalb  nicht,  weil  sie  zu  sehr  gewöhnt  sind,  nach  ei- 
ner bestimmten  Entfernung  mit  nur  einem  Auge  zu  sehen. 

Was  nun  die  vom  Dr.  Franz  zu  Hülfe  genommene  Thätig- 
keit  der  Seele  anbetrifft,  so  glaube  ich,  dass  dieselbe  bei  den  ein- 
fachen Erscheinungen  des  Stereoscops  eher  nachtheilig  wirke,  als 
dass  sie  fördere.  Man  gebraucht  zu  diesen  Versuchen  am  zweck- 
mässigsten  nur  Contourzeichnungen,  ohne  Schatten  und  Farben, 
um  die  Erscheinung  rein  und  nicht  complicirt  zu  erhalten. 
Wheatstone  hat  auch  compiicirte  Gegenstände,  Blumen,  Büsten, 
Crystalle,  Vasen,  Instrumente  u.  s.  w.  in  ihren  natürlichen  Farben 
für  das  Stereocop  darstellen  lassen,  was  begreiflich  mit  grosser 
Sorgfalt  geschehen  muss,  und  er  fand  diese  Objecte  durch  das 
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Instrument  so  treu  wiedergegeben,  dass  sie,  wie  er  angiebt,  von 
den  reellen  nicht  zu  unterscheiden  waren.  Bei  diesen  complicirten 
Gegenständen  steigert  das  Slereoscop  den  Eindruck  des  Reliefs 
bedeutend $ allein  der  Eindruck  ist  in  der  Regel  schon  bei  einer 
einzigen  Zeichnung,  wenn  auch  unvergleichlich  schwächer,  vorhan- 
den. Bei  den  einfachen  linearen  Zeichnungen  jedoch  schafft  das 
Stereoscop  den  Eindruck  des  Reliefs,  der  ursprünglich  nicht  vor- 
handen ist. 

Und  diese  einfachen  Figuren  haben  doch  etwas  Unnatürliches, 
wie  z.  B.  der  kleinere  Kreis  vor  dem  grösseren,  von  dem  in  der 
Wirklichkeit  nichts  Analoges  vorhanden  ist.  Kömmt  hierbei  die 
Seele,  oder  bestimmter  gesagt,  das  Urtheil  des  Ichs,  in  Betracht, 
dann  muss  dasselbe  eher  störend  wirken,  und  wenn  die  beiden 
Augen  in  diesem  Falle  ein  Relief  sehen,  so  kann  man  nur  sagen, 
dass  sie  ihren  Wahrnehmungen  trotz  des  Einflusses  der  Seele 
Geltung  zu  verschaffen  wissen.  Welche  positive  Wichtigkeit  soll 
man  auch  diesem  Urtheile  zuschreiben,  wenn  man  im  Stereoscop 
den  Kreis  betrachtet,  durch  welchen  eine  Linie  gelegt  ist?  Die 
meisten  Personen,  denen  ich  die  entsprechenden  Zeichnungen  vor- 
legte, waren  weit  entfernt,  das  zu  Grunde  liegende  Object  zu  er- 
rathen;  sie  waren  also  nicht  präoccupirt  und  hatten  die  Erschei- 
nung trotz  dem  beim  ersten  Blick.  Sind  es  hier  nicht  die  Augen, 
welche,  gewissermassen  von  perspectivischen  Angeln  geleitet,  die 
dem  wissenden  Ich  nicht  zustehen,  einen  fertigen  Eindruck  zum 
Bewusstsein  bringen,  und  sieht  man  nicht  in  diesem  Falle,  wie  in 
vielen  anderen,  dass  bei  den  Gesichtsvorstellungen  die  Reflexion 
im  Allgemeinen  keine  Rolle  spiele?  Die  Wahrnehmungen  des 
Auges  gehen  vor  sich  mit  ihr , ohne  sie , und  häufig  sogar 
gegen  sie. 

Was  Dr.  Franz  über  die  Schwierigkeit  anführt,  sehr  un- 
gewöhnliche Erscheinungen  im  Stereoscop  richtig  zu  erkennen, 
so  kann  man  sich  hierüber  nicht  täuschen;  diese  Schwierigkeit 
ist  häufig  vorhanden,  fast  jeder  neue  Gegenstand  führt  sie  herbei. 
Die  Xugen  werden  mehr  oder  minder  unruhig,  schweifen  von 
einem  Punkte  zum  andern,  bis  sip  später  aus  Erfahrung  wissen, 
auf  welche  Theile  sie  ihre  Aufmerksamkeit  hauptsächlich  zu  rich- 
ten haben. 

An  Zeichnungen,  welche  im  Stcrcoscop  zu  gebrauchen  sind, 
theilen  wir  auf  der  Tafel  I,  folgende  von  Wh  cats  tone  mit,  und 


383 


Ueber  das  Auge. 

fügen  einige  neue  hinzu.  Die  Zeichnungen  unter  a erhält  das 
linke  Auge;  b ist  dann  die  entsprechende  für  das  rechte. 

Pig.  4.  stellt  sich  als  eine  Linie  dar,  welche  in  einer  verlicalen 
Ebene  geneigt  erscheint  und  zwar  so,  dass  ihr  unteres 
Ende  dem  Beobachter  näher  ist.  Richtet  man  die  bei- 
den Zeichnungen  so  ein,  dass  sie  gleichmässig  und  in 
entgegengesetztem  Sinne  um  ihren  Mittelpunkt  gedreht 
werden  können,  so  bleibt  die  Linie  in  derselben  verlica- 
len Ebene,  nimmt  aber  verschiedene  Neigungen  an. 
Dasselbe  sieht  man  auch  schon  in  dem  einen  Falle,  wo 
man  die  Zeichnungen  in  ihrer  Lage  lässt,  das  Instrument 
jedoch  umkehrt,  so  dass  dessen  oberer  Theii  nach  unten 
zu  liegen  kommt. 

Fig.  5.  Eine  Reihe  von  Punkten  in  derselben  horizontalen  Ebene, 
jeder  von  der  linken  nach  der  rechten  Seite  zu  dem 
Beobachter  scheinbar  etwas  näher  stehend. 

Fig.  6.  Eine  mit  ihrer  Convexität  dem  Beobachter  zugewandte 
krumme  Linie» 

Fig.  7.  Ein  Würfel. 

Fig.  8.  Ein  Kegel,  dessen  Spitze  nach  dem  Beobachter  zuge- 
wandt ist. 

* 

Fig.  9.  Der  Abschnitt  einer  vierseitigen  Pyramide. 

Fig.  10.  Zwei  Kreise  in  verschiedener  Entfernung  von  den 
Augen. 

Fig.  11.  Eine  dreiseitige  Pyramide,  die  Spitze  nach  dem  Beob- 
achter gerichtet. 

Fig.  12.  Ein  Würfel  mit  Schalten.  Der  Schatten  scheint  senk- 
recht auf  der  Grundfläche  zu  stehen  und  das  ihn  erzeu- 
gende Licht  ist  so  angenommen,  dass  der  Contour  des 
einen  Schattens  eine  Linie  mehr  hat  als  der  andere. 

Verwechselt  man  die  Figuren  in  der  Art,  dass  man  dem 
rechten  Auge  die  für  das  linke  bestimmte  Zeichnung  giebt  und 
umgekehrt,  dann  sicht  man  wiederum  bei  den  voranstehenden 
Figuren  eine  Relieferscheinung;  allein  diejenigen  Theile,  welche 
in  der  früheren  Lage  die  näheren  waren,  sind  jetzt  die  entfern- 
teren. Doch  ist  die  Umkehrung  in  so  fern  nicht  genau,  als  die 
näheren  Theile  jetzt  kleiner  und  die  entfernteren  grösser  erschei- 
nen, als  vor  der  Umkehrung.  Bei  Fig.  12.  ist  diese  Umkehrung 
nicht  möglich;  das  Auge  gerälh  über  die  Lage  des  Schattens  in 
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Ungewissheit,  die  sogar  eine  Art  Pein  bereitet;  er  tritt  in  der 
Nähe  der  Figur  aus  dem  Papier  hervor,  dann  aber  biegt  er  sich 
um,  indem  die  dem  Beobachter  früher  zunächst  liegende  Ecke  des 
Schattens  die  entferntere  zu  werden  strebt.  Es  lässt  sich  dieses 
weniger  gut  beschreiben  als  sehen,  dürfte  auch  für  alle  Augen 
nicht  gleich  sein, 

Wheatstone  ist  es  gelungen,  auch  das  Entgegengesetzte 
der  bisherigen  Erscheinungen  an  seinem  Instrument  nachzuweisen, 
nemlich  aus  einem  Körper  nach  dreien  Dimensionen  den  Eindruck 
eines  blos  Fiächeuhaften  zu  bilden.  Er  fertigte  ein  Paar  gleiche 
Gerippe  eines  Körpers  aus  Drath,  z.  B.  zwei  Würfel  von  drei 
Zoll  Seite,  und  stellte  sie  vor  die  beiden  Spiegel.  Der  objective 
Eindruck  war  nun  verschieden,  je  nach  der  relativen  Stellung:  er 
war  entweder  in  der  That  der  eines  Würfels  in  Relief,  oder 
bloss  eine  Contourdarstellung  in  einer  Ebene.  Das  letztere  dann, 
wenn  die  beiden  Bilder  auf  der  Retina  vollkommen  gleich  waren. 

Anmerkung  I.  Darstellung  stereoscopischer  Figuren 

auf  photographischem  Wege. 

Das  Verfahren  Dagucrre’s  giebt  das  Mittel  die  complicirte" 
sten  Gegenstände  für  das  Stereoscop  gezeichnet,  und  durch  die» 
selben  Effecte  zu  erhalten,  die  zu  den  überraschendsten  gehören. 
Als  ich  vor  einigen  Jahren  mir  dergleichen  Bilder  anfertigte,  war 
ich  doch  Anfangs  über  ihren  Effect  im  Stereoscop  ungewiss.  Da 
diese  Bilder  schon  einzeln  einen  so  guten  perspectivischen  Ein- 
druck machen,  so  schien  mir,  dass  derselbe  hier  nicht  erheblich 
gesteigert  werden  könnte.  Allein  der  erste  Versuch  hat  mich  ei- 
nes Andern  belehrt;  der  perspectivische  Eindruck  auch  des  besten 
Bildes  kommt  kaum  in  Betracht  gegen  denjenigen,  welchen  zwei 
entsprechende  Bilder  im  Stereoscop  machen,  und  ich  führe  dies 
an,  damit  man  nicht  glaube,  die  einfachsten  Figuren  seien  für  die 
richtige  Würdigung  des  Instruments  unerlässlich.  Nur  müssen  die 
Bilder  complicirter  Gegenstände  mit  grosser  Sorgfalt  aufgenommen 
worden  sein,  und  ich  werde  daher  die  Methode  beschreiben,  de- 
ren ich  mich  zu  diesem  Behufe  bediene,  da  sic  bequem  in  der 
Anwendung  ist  und  jeden  gewünschten  Grad  von  Genauigkeit 
gestattet. 
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Auf  einem  hinreichend  grossen  Brette  zeichne  man  ein  gleich- 
sehenkliehtes  Dreieck,  dessen  Seiten  7 Zoll,  dessen  Grundlinie 
2f  Zoll  (der  Abstand  der  beiden  Pupillen)  ist,  und  verlängere  die 
beiden  Schenkel.  Auf  die  Spitze  des  Dreiecks  lasse  man  ein 
.Bleiloth  an  einem  Faden  herab;  der  letztere  hat  die  Rolle  des 
Objects  zu  vertreten.  Um  nun  die  beiden  Stellungen  zu  ermit- 
teln, welche  der  camera  obscura  gegen  das  Object  zu  geben  sind, 
setze  ich  voraus,  dass  die  camera  obscura  auf  einem  Fussgestell 
mit  drei  Stellschrauben  ruhe,  wo  nicht,  markire  man  an  dem 
Fussgestell  drei  Punkte.  Auf  den  einen  Schenkel  des  Dreiecks 
und  zwar  in  einer  Entfernung  a von  der  Spitze  des  Dreiecks 
stelle  man  eine  der  Stellschrauben , drehe  die  camera  obscura 
um  diese  Stellschraube,  bis  wiederum  der  Faden  des  Bleiloths 
sich  in  der  Mitte  des  Gesichtsfeldes  abbildet,  und  bezeichne  auch 
hier  den  Ort  der  Stellschrauben.  Jetzt  entfernt  man  das  Bleiloth, 
bringt  das  Object  an  dessen  Stelle  und  schiebt  dasselbe  hin  und 
her,  bis  es  den  gehörigen  Ort  an  der  matten  Glastafel  einnimmt 
und  so  scharf  als  möglich  erscheint.  Man  macht  nunmehr  die 
Bilder  nach  der  gew  öhnlichen  Art.  Die  Entfernung  a ist,  wie  ich 
gefunden  habe,  willkührlich ; an  eine  Entfernung  des  Objects  von 
6 — 8 Zoll  hat  man  sich  also  durchaus  nicht  zu  halten,  ja  das  Re- 
lief des  Körpers  erscheint  sogar  bedeutender,  je  grösser  die  Ent- 
fernung a gewählt  wird.  Unter  solchen  Umständen  kann  man 
also  eine  Gegend  oder  entfernte  Gebäude  mittelst  der  camera  ob- 
scura für  das  Stereoscop  aufnehmen.  Ich  habe  dies  mit  Gebäuden 
versucht,  welche  2 bis  300  Fuss  entfernt  waren,  und  einen  Ef- 
fect erhalten,  der  sich  schwer  würde  beschreiben  lassen,  und  der 
sich  mit  dem  gewöhnlichen  perspectivischen  Eindruck,  den  gute 
Bilder  dieser  Art  schon  einzeln  gewähren,  gar  nicht  vergleichen 
lässt.  Zur  Hervorbringung  eines  so  bedeutenden  Effects  ist  es 
nöthig,  die  Entfernung  des  Gebäudes  zu  ermitteln,  um  für  diese 
Entfernung  die  Basis  des  Dreiecks  zu  berechnen,  an  deren  beiden 
Endpunkten  die  camera  obscura  aufgestellt  werden  muss.  Nach- 
dem diese  gefunden,  hat  man  den  Punkt  des  Gebäudes  zu  ermit- 
teln, auf  welchen  die  camera  obscura  zu  richten  ist,  ein  Punkt, 
der  dadurch  gegeben  ist,  dass  eine  Linie  von  ihm  zur  camera 
obscura  gezogen  mit  der  Basis  einen  Winkel  von  79°  43'  zu  bil- 
den hat.  Hier  ist  also  ein  Winkelinstrument  erforderlich. 

Wenn  man  Bilder  solcher  Art,  unter  Glas  gesetzt,  ins  Sie- 
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reoscop  gebracht  hat,  so  kann  man  sie  so  wohl  bei  Tages-  als 
bei  Kerzenlicht  betrachten.  Nur  muss  man  für  eine  gleichmässige  Be- 
leuchtung beider  Bilder  sorgen,  sich  bei  Anwendung  von  Tages- 
licht mit  dem  Rücken  gegen  ein  Fenster  stellen,  bei  Anwendung 
von  Kerzen  zwei  derselben  nehmen. 

Für  solche  Versuche  ist  es  wünschenswert!!,  den  Bildern  auf 
der  Silberplatte  den  möglichsten  Grad  von  Stärke  zu  geben,  so 
dass  die  hellen  und  die  dunklen  Partieen  sich  möglichst  unterschei- 
den. Dies  hängt  von  folgenden  Momenten  ab:  1)  von  der  Natur 
des  Silbers ; nicht  jedes  Silber  giebt  hinreichend  starke  Bilder, 
mindestens  anfangs  nicht.  Solche  Platten  pflegen  bei  zweckmäs- 
sigem Gebrauch  mit  der  Zeit  besser  zu  werden,  und  um  sich  die- 
sen Vortheil  gleich  anfangs  zu  verschaffen,  polire  man  die  Platte, 
lasse  sie  stark  jodiren  und  wiederhole  dies  einige  Male. 

2)  von  der  Geschicklichkeit,  die  man  im  Policen  der  Platte 
hat;  nur  die  sehr  gut  polirte  und  vollkommen  reine  Platte  giebt 
starke  Bilder.  Das  Poliren  der  Platten  ist  eine  Geschicklichkeit 
der  Hand,  die  man,  wie  alle  dergleichen  Fertigkeiten,  nur  durch 
Üebung  sich  zu  eigen  machen  kann.  Man  lasse  sich  dabei  durch 
die  marktschreierischen  Anpreisungen  von  neuen  Methoden  nicht 
irre  machen;  es  kömmt  weniger  auf  die  Methoden  als  auf  die  Ge- 
schicklichkeit an.  Sonst  ist  es  freilich  hierin  so  weit  gekommen, 
dass  Viele,  denen  ein  Bild  gelungen  oder  nur  nicht  ganz  miss- 
lungen ist,  uns  mit  der  Methode  der  Anfertigung  desselben  sofort 
beschenken.  Sehr  erleichtert  wird  das  Poliren  durch  die  zweck- 
mässige Wahl  des  Putzmittels.  Dasselbe  hat  mehreren  Bedingun- 
gen zu  genügen,  und  ich  habe,  nachdem  ich  den  grössten  Theil 
der  üblichen  Pulver  versucht,  nur  eines  gefunden,  welches  allen 
Anforderungen  entspricht,  und  das  ich  Experimentatoren  dringend 
empfehle.  Es  ist  ein  graues  Pulver,  welches  im  Handel  unter  dem 
Namen  Marmorerde,  Silberputzerde,  auch  Trippei  vorkömmt,  und 
grösstentheils  aus  kohlensaurem  Kalk  mit  etwas  Kieselerde  und 
Eisenoxyd  besteht.  Durch  die  gewöhnliche  Kreide,  so  fein  berei- 
tet, als  man  wolle,  kann  dieses  Polirmittcl  nicht  ersetzt  werden; 
sie  adhärirt  zu  stark  an  dem  Silber,  was  das  genannte  Pulver 
nicht  thut.  Auch  beim  Poliren  von  Gold,  Kupfer,  Messing,  Neu- 
silber u.  s.  w.  wird  es  mit  gleichem  Erfolg  angewandt. 

3)  hängt  die  Stärke  des  Bildes  von  der  richtigen  Bestimmung 
der  Zeit  in  der  camera  obscura  ab.  Das  Jodsilber  erhält  durch 
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das  Liebt  die  Eigenschaft,  den  Quecksilberdampf  zu  condensiren 
und  adhäriren  zu  machen,  anfangs  in  zunehmendem  Grade.  Wirkt 
das  Licht  länger,  so  nimmt  es  dem  Jodsilber  nach  und  nach  diese 
Eigenschaft,  und  zugleich  hat  nun  der  Quecksilberdampf  die  Kraft 
das  Jodsilber  zu  schwärzen.  Da  geschwärztes  Jodsilber  vom  un- 
terschwefligtsaurem  Nairon  oder  Kochsalz  nicht  auflösbar  ist,  so 
wird  das  Bild  dann  aus  doppeltem  Grunde  schwächer. 

4)  hängt  die  Menge  des  niedergeschlagenen  Quecksilberdampfes 
auch  von  der  Zeit  ab,  welche  die  Platte  im  Quecksilberapparat 
verweilt.  Die  gewöhnliche  Vorschrift  über  die  Erhitzung  des 
Quecksilbers  ist  nur  eine  ungefähre,  und  man  muss  durch  Uebung 
beurtheilen  lernen,  ob  es  dem  Bilde  förderlich  sein  wird,  wenn 
es  noch  weiter  den  Quecksilberdämpfen  ausgesetzt  bleibt.  Zu 
dem  Ende  nehme  man  die  Platte  heraus  und  betrachte  ihr  Bild, 
was  im  hintern  Theile  einer  Stube  ohne  Nachtheil  geschieht,  selbst 
wenn  man  Jodchlorür  oder  Brom  angewandt  hat.  Will  man  die 
Platte  nicht  aus  dem  Quecksilberkasten  nehmen , so  muss  man 
dem  letztem  eine  andere  Einrichtung  als  gewöhnlich  geben.  Man 
richte  nemlich  den  Apparat  so  ein,  dass  die  Silberplatte  senkrecht 
stehe  und  vor  ihr  eine  Glastafel.  So  kann  man  die  Entwicklung 
des  Bildes  bei  Kerzenlicht  gut  beobachten  und  sich  zu  beurtheilen 
gewöhnen,  wann  die  Platte  herauszunehmen  ist.  Die  gebräuchli- 
chen Apparate,  in  welchen  die  Silberplatte  unter  45°  gegen  den 
Horizont  geneigt  ist,  taugen  hierzu  nicht. 

Nach  dieser  Abschweifung  kehre  ich  zu  Wheatstone’s  Ent- 
deckung zurück.  Liest  man  seine  Darstellung  derselben,  so  wäre 
zu  bemerken,  dass  er  den  Nutzen  der  ungleichen  Bilder  vielleicht 
etwas  zu  hoch  stelle,  in  so  fern  er  dieses  Moment  für  das  haupt- 
sächlichste hält,  dessen  das  Gesichtsorgan  sich  bedient,  das  Relief 
der  äusseren  Objecte  zu  beurtheilen.  Dass  dieser  Nutzen  jedoch 
stattfinde,  hat  er  auf  eine,  dem  wahren  Experimentator  so  gezie- 
mende Art  nachgewiesen,  dass  uns  hierüber  kein  Zweifel  möglich 
scheint.  Einwendungen,  welche  Dr.  E.  Bruecke*)  durch  Auf- 
stellen einer  andern  Ansicht  dagegen  erhoben  hat,  werde  ich  im 
Folgenden,  so  viel  ich  vermag,  zu  beleuchten  versuchen.  Nach 
der  Ansicht  Bruecke’ s entsteht  der  Eindruck  des  Reliefs  davon, 


*)  J.  Müller,  Archiv  für  Anatomie,  Physiologie  u.  wissenschaftliche 
Medizin.  Berlin.  Jahrg.  1841.  p,  459.  > 
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1)  dass  der  Gesichtseindruck,  der  uns  von  einem  ausgedehnten 
Gegenstand  zukömmt,  kein  momentaner  sei,  sondern  das  Aggregat 
vieler,  welche  nach  und  nach  von  den  verschiedenen  Theilen  er- 
regt werden;  2)  dass  wenn  ein  nach  dreien  Dimensionen 
ausgedehnter  Gegenstand  betrachtet  wird,  die  Convergenz  der 
Sehaxen  für  dessen  verschiedene  Punkte  sich  ändert,  und  in  ei- 
fern beständigen  Schwanken  zwischen  dem  nächsten  und  entfern- 
testen Punkte  bleibe. 

Es  ist  sehr  wohl  möglich,  dass  die  verschiedene  Convergenz 
der  Sehaxen  bei  der  Beurtheilung  des  Reliefs  eine  Rolle  spiele; 
ob  man  jedoch  mittelst  derselben  die  Erscheinungen  am  Stereoscop 
erklären  könne,  ist  eine  andere  Frage.  Ich  muss  gestehen,  dass 
mir  dies  nicht  einleuchten  will.  Man  kann  freilich  den  Satz  zu 
Hülfe  nehmen,  dass  beim  Sehen  mit  beiden  Augen  das  Object 
dahin  versetzt  wird,  wo  die  Sehaxen  sich  kreuzen.  Man  denke 
sich  also  einen  Punkt,  der  im  Stereoscop  vor  der  Bildfläche  zu 
schweben  scheint,  so  muss  er  allerdings  auf  beiden  Bildern  so 
entworfen  sein,  dass  wenn  beide  Augen  ihn  im  Stereoscop  be- 
trachten^ ihre  Axen  sich  vor  der  Bildfläche  schneiden.  Allein 
hieraus  folgt  doch  die  Bedingung  nicht,  nach  welchen  Zeichnun- 
gen für  dieses  Instrument  anzufertigen  sind.  Es  w7ürde  hieraus 
vielmehr  folgen,  dass  man  diese  Art  Zeichnungen  ohne  alle  Rück- 
sicht auf  die  perspectivische  Bedingung  entwerfen  könnte,  und 
dass  man  demungeachtet  im  Stereoscop  die  Relieferscheinung  ir- 
gend eines  verzerrten  Körpers  sehen  würde. 

Die  Erfahrung  ist  dem  geradezu  widersprechend.  Sind  die 
Zeichnungen  nicht  nach  Wheatstone’s  Bedingung  entworfen,  so 
sieht  man  keine  Relieferscheinung,  sondern  bald  die  eine,  bald  die 
andere  derselben.  Sind  die  Zeichnungen  nur  an  einer  gewissen 
Stelle  unrichtig,  so  entsteht  bei  der  Betrachtung  dieser  Stelle  eine 
gewisse  Unruhe,  indem  auch  hier  bald  die  eine  bald  die  andere 
Zeichnung  gesehen  wird.  Wenn  das  Durchkreuzen  der  Sehaxen 
das  Bedingende  bei  den  Erscheinungen  des  Stereoscops  wäre,  so 
sollte  der  Gegenstand  an  einer  so  falsch  gezeichneten  Stelle  nur 
verzerrt  erscheinen.  Hätte  man  sich  das  Object  an  dieser  Stelle 
verzerrt  gedacht  und  die  beiden  Zeichnungen  demgemäss  richtig 
entworfen,  so  ist  kein  Zweifel,  dass  die  beiden  Augen  im  Ste- 
reoscop das  sehen  würden,  was  man  beabsichtigte.  Sie  würden 
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dabei  nicht  in  Unruhe  gerathen  sein,  woraus  dann  folgt,  dass  die 
Verzerrung  an  sich  den  Augen  noch  kein  Hinderniss  darbietet. 

Wenn  die  verschiedentlich^  Convergenz  der  Sehaxen  das 
hauptsächlichste  Moment  zur  Beurtheilung  des  Reliefs  ist,  so 
müsste  folgender  Versuch  gelingen.  Man  zeichne  zwei  concentrische 
Kreise  von  sehr  verschiedenen  Radien  und  betrachte  diese  Zeich- 
nung mit  beiden  Augen;  es  müsste  der  kleinere  Kreis  vor  dem 
grösseren  zu  schweben  scheinen,  und  überhaupt  müsste  die  Ebene 
des  Papiers  gewölbt  erscheinen.  Nichts  der  Art  findet  bekannt- 
lich statt,  und  somit  zeigt  sich  in  diesem  und  vielen  anderen, 
leicht  zu  erdenkenden  Fällen,  die  Veränderung  der  Coijvergenz 
der  Sehaxen  gerade  nicht  als  ein  sehr  erhebliches  Moment  bei 
der  Beurtheilung  des  Reliefs,  obgleich  es  nicht  ganz  in  Abrede 
gestellt  werden  soll. 

Die  Beurtheilung  des  Reliefs  und  das  Schätzen  der  Entfer- 
nungen der  Objecte  sind  zwei  Thätigkeiten  des  Gesichtsorgans, 
die  nicht  nahe  verwandt,  sondern  die  vollkommen  identisch  sind. 
Wenn  man  das  Relief  eines  Würfels  erkennt,  so  geschieht  dies 
nur  so,  dass  man  urtheilt,  die  eine  Ecke,  Kante,  befinde  sich  vor 
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oder  hinter  der  andern;  man  schätzt  also  die  relative  Entfernung. 
Diese  Art  Schätzung  besitzt  das  Gesichtsorgan  in  grosser  Voll- 
kommenheit, und  auch  nur  diese  Art  Schätzung;  es  ist  fähig,  uns 
erkennen  zu  lassen,  dass  der  eine  Gegenstand  näher  als  der  an- 
dere sei.  Anzugeben  jedoch,  wieviel  die  Differenz  beider  Entfer- 
nungen in  irgend  einer  willkiihrlichen  Einheit  ausgedrückt  betrage, 
hierzu  hat  es  in  sich  selbst  die  Fähigkeit  gar  nicht,  leistet  hierin 
auch  nur  wenig  und  dann  auch  nur  durch  lange  Uebung  und 
mittelst  ganz  äusserlicher  Hülfsmittel.  Man  darf  also  die  eine 
Schätzung  mit  der  andern  nicht  verwechseln,  und  aus  der  Unbe- 
hülflichkeit  des  Auges  in  Bezug  auf  die  absolute  Entfernung  kei- 
nen Beweis  gegen  seine  grosse  Fertigkeit  bei  der  Schätzung  der 
relativen  anführen.  Man  sage  auch  nicht,  dass  es  diese  letztere 
Fertigkeit  durch  Gewohnheit  und  Uebung  erst  erlange,  dass  das 
Kind  nach  dem  Monde  greife;  denn  hiermit  würde  wiederum  das 
Beurtheilen  der  relativen  und  absoluten  Entfernung  verwechselt 
worden  sein.  Es  ist  wohl  denkbar,  dass  das  Auge  auch  in  der- 
jenigen Thätigkeit,  die  ihm  von  Natur  zukömmt,  durch  Uebung 
unterstützt  werde;  allein  diese  Uebung  ist  dann  anderer  Art,  als 
man  sic  sich  mitunter  denkt.  Es  ist  eine  Uebung,  die  das  Auge 
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dann  in  sich  gewinnt,  und  von  welcher  das  wahrnehmende  Ich 
nichts  erfährt.  Diesem  wahrnehmenden  Ich  liefert  das  Gesichts- 
organ einen  fertigen  Eindruck,  worin  auch  die  relativen  Entfer- 
nungen bestimmt  sind,  und  dabei  ist  es  oft  sehr  gleichgültig,  was 
das  wahrnehmende  Ich  anderweitig  von  dem  gesehenen  Objecte 
wisse.  Man  kann  dieses  factische  Verhältniss,  welches  sicher- 
lich auch  bei  den  übrigen  Sinnen  stattfindet,  unmöglich  ignoriren, 
ohne  zu  gänzlich  falschen  Vorstellungen  über  den  Standpunkt  der 
Sinneswerkzeuge  in  Bezug  auf  das  Ich,  welches  percipirt,  zu  ge- 
langen. Das  Stereoscop  Wheatstone’s,  indem  es  uns  eine  Fä- 
lligkeit jles  Gesichtsorgans  offenbart,  welche  wir  anwandten,  ohne 
je  etwas  von  ihr  zu  wissen,  führt  sehr  natürlich  auf  Ueberlegun- 
gen  solcher  Art,  die  jedoch  hier  nicht  weiter  am  Orte  sind.  Ich 
kehre  zu  der  Schätzung  der  relativen  Entfernung  durch  das  Auge 
zurück. 

Wir  kennen  nunmehr  drei  Bedingungen,  durch  welche  so- 
wohl das  Relief  als  die  relative  Entfernung  vom  Auge  beurtheilt 
wird:  die  Vertheilung  von  Licht  und  Schatten  und  die  sogenannte 
Luftperspective,  durch  welche  die  Malerei  ihre  Täuschungen  her- 
vorbringt; die  Convergenz  der  Sehaxen  und  endlich  die  Ungleich- 
heit der  Bilder  in  beiden  Augen.  Zwei  von  diesen  Bedingungen 
setzen  die  Thätigkeit  beider  Augen  voraus;  nur  die  erste  der  an- 
geführten, die  Vertheilung  von  Licht  und  Schatten  und  die  Ab- 
nahme der  Tinten  würde  es  auch  schon  dem  einen  Auge  möglich 
machen,  die  Entfernungen  und  das  Relief  zu  beurlheilen. 

Allein  diese  Bedingung  ist  nicht  ausreichend,  die  Aufgabe  zu 
lösen,  zu  der  wir  uns  jetzt  wenden,  nemlich  die  Frage,  auf  welche 
Weise  nur  ein  Auge  das  Relief  zu  schätzen  im  Stande  sei?  Es 
ist  hierin  sehr  sicher,  und  wenn  auch  nicht  in  demselben  Grade 
wie  beide  Augen,  wenn  sie  Zusammenwirken,  so  braucht  mail 
doch  nur  die  Aussenwelt  mit  einem  Auge  zu  betrachten,  um  sich 
zu  überzeugen,  dass  ihm  die  Beurtheilung  in  Bezug  auf  den  frag- 
lichen Punkt  in  beträchtlichem  Grade  zusteht.  Wheatstone 
schlägt  diese  Fähigkeit  des  einen  Auges  zu  gering  an,  und  führt 
mehreres  an,  woraus  dessen  grosse  Unsicherheit  bei  der  Beurthei- 
lung folgen  soll. 

Wir  werden  gleich  nachher  auf  Erscheinungen  aufmerksam 
machen,  welche  die  Behauptung  Wheatstone’s  als  nicht  richtig 
darstellen  und  doch  auch  durch  die  Vertheilung  von  Licht  und 
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Schatten  nicht  erklärt  werden  können;  inzwischen  wird  es  hei 
der  Wichtigkeit  der  Sache  doch  auch  gut  sein,  die  Beweise  die- 
ses Forschers  zu  erwägen.  Er  wendet  sich  zu  dem  Behufe  an 
die  bekannte  Erfahrung  Gmelin’s,  dass  vertieft  geschnittene 
Steine  durch  Mikroscope,  Loupen  u.  s.  w.  betrachtet,  erhaben  er- 
scheinen, und  weist  die  gewöhnliche  Erklärung  zurück,  dass  dies 
durch  die  Umkehrung  von  Licht  und  Schatten  bewirkt  werde. 
Denn  diese  Erklärung  würde  nur  für  das  zusammengesetzte  Mi- 
kroscop  gelten,  welches  die  Objecte  umgekehrt  darstellt;  allein 
weder  für  die  einfachen  Loupen,  noch  für  den  Fall,  wo  man  den 
Stein  bloss  durch  eine  Röhre  betrachtet,  und  ihn  gleichfalls  erha- 
ben sieht,  wenn  er  in  der  Wirklichkeit  vertieft  ist.  Wheadstone 
erklärt  diese  sonderbaren  Erscheinungen  so,  dass  er  behauptet, 
dem  einen  Auge  fehle  die  zuverlässige  Richtschnur,  nemlich  die 
Darstellung  verschiedener  Bilder  auf  jeder  Retina;  die  Einbild ungs* 
kraft  trete  nun  hinzu,  und  lasse  das  Object  bald  erhöht,  bald  ver- 
tieft erscheinen,  so  wie  sie  es  uns  gerade  vorstellt.  Es  ist  rich- 
tig, dass  bei  dieser  Art  von  Versuchen  das  Object  bald  im  Relief, 
bald  in  der  Vertiefung  erscheint,  der  geschnittene  Stein  also  bald 
als  Gemme,  bald  als  Camee  dem  einen  Individuum  vorzugsweise 
so,  dem  anderen  entgegengesetzt  sich  darstellt  — wer  den  Ver- 
such Vielen  gezeigt  hat,  wird  das  hinlänglich  wissen.  Allein 
Wheatstone  hat  Unrecht,  wenn  er  von  einer  Unbestimmtheit 
des  Auges  spricht,  die  so  gross  sein  soll,  dass  ein,  im  Allgemei- 
nen bei  den  Gesichtseindrücken  so  unbedeutendes  Moment,  wie 
die  Einbildungskraft  oder  die  Reflexion  von  einem  determiniren- 
den  Einfluss  werden  soll.  Es  wäre  ausserdem  wunderbar,  bei 
einem  und  demselben  Individuum  oft  in  sehr  kurzer  Zeit  die  Er- 
scheinung sich  umkehren  zu  sehen.  Was  nemlich  die  Unbe- 
stimmtheit anbetrifft,  so  kann  man  sie  aufheben,  wenn  man  für 
ein  gehöriges  Licht  und  Schatten  sorgt;  das  Auge  hat  dann  einen 
unbestreitbar  sicheren  Anhalt,  und  man  sieht  dann  gar  keinen 
Grund  ab,  warum  der  Stein  nicht  richtig  soll  gesehen  werden 
können,  welches  trotz  dem  nicht  die  Regel  ist.  Will  man  nun 
vollends  die  Thätigkeit  der  Sinne  in  Anspruch  nehmen,  so  ist 
wiederum  nicht  abzusehen,  warum  diese  Thätigkeit  in  den  häu- 
figsten Fällen  das  Object  falsch  beurtheilt.  Licht  und  Schatten 
sollten  zu  der  richtigen  Vorstellung  führen;  das  Object  ist  im 
Allgemeinen  anderweitig  bekannt,  und  nichts  desto  weniger  stellt 
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es  sieh  falsch  dar.  Somit  kann  auf  diese  Weise  das  Experiment 
nicht  erklärt  werden,  dass  ein  vertieft  geschnittener  Stein  durch 
eine  Loupe  oder  eine  Röhre  betrachtet,  erhaben  erscheint.  Und 
nun  muss  ich  zu  diesen  Versuchen  hinzufügen,  dass  man  erstens 
der  Röhre  nicht  bedarf,  ja  dass  man  den  Stein  frei  mit  einem 
Auge  betrachten  kann,  ja,  was  das  Merkwürdigste  ist,  dass  man 
ihn  mit  beiden  Augen  betrachten  kann,  und  doch  erscheint  er 
sehr  häufig  umgekehrt,  als  er  in  der  Wirklichkeit  ist. 

Die  Erklärung  dieser  interessanten  Erscheinungen  kann  man 
nicht  aus  einem  einzigen  Princip  ableiten;  sie  gehören  zum  Theil 
zu  denjenigen,  welche  man  bei  stereometrischen  Figuren  beobach- 
tet, die  bei  anhaltender  Betrachtung  sich  auf  eine  sonderbare 
Weise  umkehren,  was  ich  in  einem  eigenen  Abschnitt  erklären 
werde.  Hier  habe  ich  vorläufig  nur  zu  bemerken,  dass  das  Auge 
sehr  gewöhnt  ist,  die  hellen  Gegenstände,  oder  die  hellen  Theile 
eines  und  desselben  Gegenstandes  für  näher  als  die  übrigen  zu 
halten,  wie  das  durch  die  Malerei,  selbst  bei  fehlerhafter  oder 
mangelnder  perspectivischer  Zeichnung,  hinlänglich  bewiesen  wird. 
Wenn  nun  z.  B.  bei  einem  tief  geschnittenen  Stein  das  Licht  in4 
die  am  meisten  vertieften  Stellen  fällt,  so  werden  dieselben  dem 
Auge  näher  erscheinen  und  der  Stein  also  erhaben  geschnitten, 
und  da  dasselbe  sogar  eintritt,  wie  wir  angegeben  haben,  wenn 
mit  beiden  Augen  gesehen  wird,  so  ist  es  klar,  dass  die  von 
Wheatstone  hervorgehobene  Ungleichheit  der  Bilder  eines  und 
desselben  Objects  hierbei  sich  gegen  die  Verhältnisse  von  Licht 
und  Schatten  nicht  geltend  zu  machen  die  Kraft  hat  und  ihnen 
also  an  Wirkung  nachsteht. 

Dasselbe  kann  man  auch  in  folgendem  Versuch  sehen.  Man 
nehme  die  Zeichnungen  Fig.  12,  bringe  sie  ins  Stereoscop  und 
verwechsele  die  Zeichnungen,  indem  man  dem  rechten  Auge  die 
für  das  linke  entworfene  giebt;  man  sieht  nunmehr  keinen  Wür- 
fel mehr,  sondern  einen  durch  den  Durchschnitt  dreier  Ebenen 
hervorgebrachten  körperlichen  Winkel.  Legt  man  jedoch  den 
Schatten  und  die  entsprechende  Seite  der  Figur  dunkler  an,  dann 
ist  diese  Veränderung  weniger  leicht;  man  erhält  dann  auch  wrohl 
den  körperlichen  Winkel,  allein  eben  so  häufig  den  Eindruck 
eines  prismatischen  Körpers,  namentlich  wenn  der  Schatten  be- 
trachtet wird. 

Nach  dem  Vorhergehenden  hat  Wheatstone  also  Unrecht, 
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wenn  er  den  Gesiehtseindruck  da  für  unbestimmt  und  den  Lau- 
nen der  Einbildungskraft  für  preisgegeben  hält,  wo  ihm  durch 
ungleiche  Bilder  in  seinen  beiden  Organen  ein  Anhaltspunkt  fehlt. 
Da,  wo  diese  Ungleichheit  nicht  möglich  ist,  wie  z.  B.  bei  Ge- 
mälden, soll  es  nach  ihm  den  Effect  erhöhen,  wenn  man  lieber 
nur  ein  Auge  anwendet.  Allerdings  betrachten  wir  Gemälde  am 
besten  nur  mit  einem  Auge,  aber  dann  durch  eine  geschwärzte 
Röhre,  und  in  dieser  letzteren  besteht  der  Nutzen,  den  wir  von 
dieser  Art  der  Betrachtung  ziehen  und  der  auch  nicht  schwer 
einzusehen  ist.  Die  Gemälde  sind  in  der  Regel  für  einen  sehr 
entfernten  Augenpunkt  berechnet,  und  da  nun  die  Augen  in  der 
Schätzung  der  relativen  Entfernung  sehr  sicher  sind,  so  würde  es 
sie  darin  stören,  wenn  sie  vor  oder  neben  dem  Bilde  Objecte  in 
grosser  Nähe  wahrnähmen.  Ausserdem  gewinnt  jeder  Gegenstand 
an  Deutlichkeit,  wenn  man  seitliches  Licht  entfernt  hält. 

Die  einzige  oder  doch  hauptsächlichste  Erklärung,  welche 
Wheatstone  für  das  Erkennen  des  Reliefs  bei  Einäugigen  giebt, 
ferner  bei  solchen  Personen,  welche  auf  einem  Auge  erblindet 
sind,  oder  nur  mit  einem  Auge  sehen,  ist  die,  dass  in  solchem 
Falle  der  Kopf  bewegt  wird,  und  somit  das  Auge  von  einem  nach 
drei  Dimensionen  ausgedehnten  Gegenstand  verschiedenartige  Bil- 
der erhält,  die  es  dann  zu  dem  Eindruck  des  Reliefs  combinirf. 
Es  ist  mit  diesem  Hülfsmittel,  wie  mit  dem  vom  Licht  und  Schat- 
ten; sie  sind  richtig,  werden  angewandt,  allein  sie  erschöpfen  die 
Frage  nicht.  Es  bleibt  immer  noch  unerklärlich,  wie  ein  gleichmässig 
beleuchtetes  Stück  Papier,  welches  abwärts  vom  Auge  gehalten 
wird,  während  das  andere  geschlossen  ist,  beim  ersten  Blick  in  sei- 
ner wahren  Richtung  gesehen  wird.  Man  kann  hierbei  nicht  sagen, 
dass  dies  durch  die  Schätzung  des  Gesichtswinkels,  oder  richtiger 
gesagt,  durch  die  Beurtheilung  der  Grösse  der  Netzhautbilder  be- 
wirkt werde;  denn  wir  denken  uns  das  Papier  nicht  parallel, 
sondern  beliebig  geschnitten,  so  dass  möglicherweise  der  Gesichts- 
winkel von  der  entfernteren  Seite  sogar  grösser  sei,  als  derjenige 
von  der  zunächst  liegenden.  Ueberhaupt  kann  man  dem  Gesichts- 
winkel in  Bezug  auf  die  Fähigkeit  des  Auges,  die  Entfernungen 
relativ  zu  schätzen,  nur  eine  Wichtigkeit  zweiten  Ranges  zu- 
schreiben, insofern  seine  Hülfe  nur  daun  dem  Auge  nützen  kann, 
wenn  es  mit  der  Gestalt  des  zu  beurtheilenden  Gegenstandes 
schon  anderweitig  ungefähr  bekannt  ist. 
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Die  eigentliche  Art,  auf  welche  ein  Auge  für  sich  allein  die 
relative  Entfernung  der  äusseren  Gegenstände  beurtheilt,  besteht 
darin,  dass  es  sich  adaptirt  und  ein  Bewusstsein  über  die 
Adaptirung  in  sich  trägt.  Man  muss  ihm  hierin,  wie  sich  ergeben 
wird,  ein  sehr  vollkommnes  Gefühl  zuschreiben  und  zugleich  den 
Begriff  der  Adaptirung  in  einem  weitern  Sinne  nehmen,  als  ge* 
wohnlich  geschieht;  man  wird  nemlich  diese  Thätigkeit  auch  für 
solche  Entfernungen  zugeben  müssen,  wo  sie,  bei  dem  Bau  des 
Auges,  nicht  mehr  im  Stande  ist,  Bilder  von  einer  hinlänglich 
grossen  Deutlichkeit  hervorzubringen,  also  die  Gränzen  überschrei- 
tend, die  wir  in  einem  früheren  Abschnitt  für  das  Intervall  der 
Adaptirung  aufstellten. 

Diese  Ansicht  ist  so  einfach  und  naturgemäss,  dass  man  sich 
billig  wundern  muss,  bei  keinem  Autor  die  zum  Theil  wichtigen 
Folgerungen  angegeben  zu  finden,  die  daraus  abgeleitet  werden 
können.  Um  diese  Ansicht  zu  beweisen,  ist  cs  nöthig,  das  Expe- 
riment  so  einzurichten,  dass  einzelne  Punkte  eines  planen  Gegen- 
standes über  oder  unter  der  gemeinschaftlichen  Ebene  zu  liegen 
kommen  und  sich  zu  überzeugen,  dass  ein  einziges  Auge  ausreiche, 
diese  scheinbar  veränderten  Orte  richtig  zu  schätzen.  Dies  kann 
durch  Brechung  leicht  erreicht  werden,  und  so  wird  man  unter 
den  folgenden  Thatsaclien  einige  sehr  bekaunte  Erscheinungen  und 
andere  nicht  beachtete  finden,  welche  nur  durch  die  mitgetheilte 
Theorie  erklärt  werden  können. 

Bekanntlich  erscheint  der  Boden  eines  Gefasses,  worin  eine 
Flüssigkeit,  wie  gehoben  und  gekrümmt,  und  ein  Stab  im  Wasser 
gebrochen.  Diese  Erscheinungen  sind  uralt,  sogar  in  unsern  Lehr- 
büchern; auch  pflegt  die  letztere  derselben  die  Lehre  von  der 
Refraction  zu  eröffnen.  Inzwischen  so  alt  sie  sei,  so  hat  kein 
einziges  der  mir  bekannten  Werke  diese  Erscheinungen  hinläng- 
lich erklärt.  Allerdings  lässt  man  die  Lichtstrahlen,  sobald  sie 
das  Wasser  verlassen,  eine  Ablenkung  erleiden;  daraus  jedoch 
folgt  die  Erscheinung  noch  nicht,  die  das  Auge  wahrnimmt.  Was 
folgt  in  der  That  aus  einem  abgelcnkten  Strahl  in  Bezug  auf  den 
Ort,  wo  das  Auge  den  leuchtenden  Punkt  hinversetzt,  da  ein  Strahl 
ja  nur  eine  Richtung  bestimmt?  Wenn  das  Auge  sich  über  dem 
Grunde  eines  Gefässes  befindet,  so  erhält  es  Strahlen  von  jedem 
Punkte  desselben,  das  Gefäss  mag  leer  oder  mit  einer  brechenden 
Substanz  angefüllt  sein,  und  die  gekrümmte  Erscheinung  des 
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Grundes  bleibt  folglich  unerklärt.  Nach  dem,  was  wir  so  eben 
über  die  Fähigkeit  des  Auges  behaupteten,  den  relativen  Ort  der 
Gegenstände  durch  die  Adaptirung  zu  schätzen,  ist  sie  dagegen 
sogleich  erklärt. 

Es  sei  r die  Höhe  einer  Flüssigkeit;  man  nehme  einen  Strahl, 
welcher  unter  dem  Winkel  cp  mit  der  Normale  durch  die  Flüs- 
sigkeit sich  bewegt,  und  unter  dem  Winkel  <p,  in  die  Luft  ge- 
brochen werde.  Es  sei  x die  Höhe,  in  welcher  der  Strahl  bis 
zur  Normalen  fortgesetzt,  dieselbe  treffe,  so  findet  man  leicht 

1 cos  f/), 


x 


v n cos  cps 


wo  n der  Brechungsindex  der  Flüssigkeit  ist. 

COS  ( 0 

Ist  der  Winkel  c p unendlich  klein,  so  kann  man  für — 

COS  (p 

1 setzen,  und  alle  unter  dieser  Bedingung  von  einem  leuchtenden 
Punkt  ausgehenden  Strahlen  werden  sich  dann  in  einem  und  dem- 
selben Punkt  der  Normale  schneiden,  d.  h.  jener  leuchtende 
Punkt  wird  einem  Auge,  welches  sich  über  ihm  befindet,  um 

r gehoben  zu  sein  scheinen,  welches  der  Erfahrung  ge- 

mäss ist.  Uns  interessirt  hier  dieser  Fall  bloss  in  so  fern,  als  dar- 
aus klar  hervorgeht,  dass  das  Auge  durch  die  Adaptirung  in  den 
Stand  gesetzt  ist,  den  relativen  Ort  zu  bestimmen,  und  es  ist  nur 
noch  anzuführen,  dass  wenn  der  Winkel  <p  einen  endlichen  Werth 
hat,  man  für  die  Höhe,  in  welcher  die  unter  einem  unendlich 
wenig  davon  verschiedenen  Winkel  ausfahrenden  Strahlen  eines 
und  desselben  leuchtenden  Punktes  sich  schneiden,  findet: 

1 COS  3Cfi 


yi  _ i cos-yix 
V n ’ cos3  cp  ) 


Anmerkung.  Der  Gleichung  x =r^l — ^ bedient  man 

sich  bekanntlich,  um  den  Brechungsindex  n für  Flüssigkeiten  oder 
für  andere  durchsichtige  Substanzen  mit  parallelen  Oberflächen  zu 
ermitteln,  falls  genauere  Bestimmungen  für  die  einzelnen  Farben 
mittelst  der  festen  Linien  des  Speclrums  nicht  möglich  sind. 
Nachdem  r gemessen,  findet  man  x als  die  Grösse,  um  welche 
ein  Mikroscop  verschoben  werden  muss,  wenn  es  einen  bestimm- 
ten Punkt  in  seiner  Axe  einmal  direct  und  dann  durch  die  Sub- 
stanz hindurch  deutlich  erscheinen  lässt  Diesem  oder  jenem  Le* 
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ser,  welcher  dergleichen  Untersuchungen  anstellen  wollte,  dürfte 
das  Verfahren,  das  dabei  eingeschlagen  werden  muss,  wenn  man 
übereinstimmende  Werthe  erhalten  will,  erwünscht  sein.  Die  ge- 
wöhnlichen Mikroscope  sind  hierzu  nicht  tauglich  und  ich  habe 
mich  vergebens  bemüht,  mittelst  ihrer  zu  einiger  Genauigkeit  zu 
gelangen.  Haben  sie  nemlich  eine  starke  Vergrösserung,  so  ver- 
langen sie,  dass  das  Object  dem  Objectiv  sehr  nahe  gerückt 
werde,  wodurch  man  den  Vortheil  verliert,  die  zu  untersuchende 
Substanz  in  gehöriger  Dicke  anwenden  zu  können.  Haben  sie 
dagegen  eine  schwache  Vergrösserung,  wie  die  zum  Ablesen  ge- 
bräuchlichen Mikroscope,  dann  ist  es  unmöglich,  sie  genau  einzu- 
stellen; man  bleibt  innerhalb  eines  ziemlich  beträchtlichen  Inter- 
valls vollkommen  unsicher.  Auch  das  Verfahren,  das  Mikroscop 
mit  einem  Fadenkreuz  versehen,  auf  einen  Theilstrich  einzustellen, 
und  durch  die  Bewegung  des  Kopfes  zu  beurtheilen,  ob  das  Bild 
desselben  genau  an  der  Stelle  des  Fadens  sich  befinde,  hebt  die 
Unsicherheit  nach  meinen  Versuchen  keinesweges.  Diesen  Uebel- 
ständen  zu  entgehen,  verfuhr  ich  so,  dass  ich  das  Objectiv  eines 
gewöhnlichen  Ablese -Mikroscops  an  das  eine  Ende  einer  14  Zoll 
und  längeren  Röhre  anbrachte,  den  Oculareinsatz  an  das  andere 
Ende.  Hierdurch  erhielt  ich  eine  starke  Vergrösserung.  Nennt 
man  nemlich  p und  pt  die  Brennweite  der  Objectiv-  und  Ocular- 
linse,  d die  willkührliche  Entfernung  der  beider  Gläser,  so  ist  die 


d— (p  + p,) 


PP 


und 


-fr 


Vergrösserung  durch  das  Instrument  proportional 
wächst  also  mit  d. 

Bei  den  angewandten  langen  Röhren  war  es  möglich,  das 
Brechungsverhältniss  von  Substanzen  zu  bestimmen,  deren  Dicke 
1 Zoll  und  mehr  betrug,  und  zugleich  liess  die  Empfindlichkeit 
des  Einstellens  nichts  zu  wünschen  übrig.  Es  ist  kein  Zweifel, 
dass  durch  noch  längere  Röhren,  wenn  man  für  die  gehörige  Be- 
leuchtung sorgt,  fast  jeder  beliebige  Grad  von  Genauigkeit  bei 
diesen  Versuchen  zu  erreichen  sein  wird.  Der  grössere  Grad  von 
Empfindlichkeit  beim  Einstellen  rührt  daher,  weil  die  Entfernung 
des  Objects  von  einer  Linse  mit  a,  diejenige  des  Bildes  mit  a bc- 

zeichnet,  d«= — da  ist,  und  weil  folglich,  bei  einerund  der- 

selben Linse,  die  Veränderung  in  der  Entfernung  des  Bildes  desto 
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bedeutender  wird,  je  grösser  diese  Entfernung,  je  näher  also  dem 
Brennpunkt  das  Object  rückt. 

Derselben  Vorrichtung  habe  ich  mich  mit  grossem  Vortheile 
bedient,  die  Achromasie  von  Objectivlinsen,  namentlich  der  zu 
den  Mikroscopen  bestimmten,  zu  untersuchen.  Als  Object  wende 
ich  den  Quecksilberfaden  in  einer  Capillarröhre  an,  und  sehe 
dann,  bei  nicht  vollkommener  Achromasie,  das  vom  Quecksilber 
reflectirte  Tages-  oder  Kerzenlicht  mit  breiten  Farbenrändern,  de- 
ren Breite  davon  herrührt,  dass  die  Abweichung  wegen  der  Farbe 
dem  Quadrat  der  Entfernung  des  Bildes  direct  proportional  ist. 

Indem  ich  zu  dem  Schätzen  der  relativen  Entfernung  mittelst 
eines  einzigen  Auges  zurückkehre,  bemerke  ich*  dass  die  Erschei- 
nung des  gebrochenen  Stabes  auch  durch  ein  Glasprisma  hervor- 
gebracht werden  könne,  welches  man  über  eine  auf  Papier  gezo- 
gene Linie  legt.  Sie  erscheint  gebrochen  und  hebt  sich,  und 
zwar  um  so  mehr,  je  dicker  die  Glasschicht  ist,  durch  welche 
ihre  Strahlen  sich  bewegen,  wie  das  aus  dem  obigen  Werth  von 
x schon  zu  ersehen  ist. 

Sehr  gut  stellt  auch  der  Kalkspath  Erscheinungen  dieser  Art 
dar.  Da  die  beiden  Strahlen,  in  welche  er  das  Licht  theilt,  im 
Allgemeinen  verschiedene  Gesetze  der  Brechung  befolgen,  so  er- 
scheinen die  beiden  Bilder  dem  Auge  nicht  in  gleicher  Entfernung. 
Legt  man  z.  B.  ein  natürliches  Stück  dieses  Crystalls  auf  einen 
schwarzen  Punkt,  60  erscheint  der  gewöhnlich  gesehene  höher  als 
der  ungewöhnliche  und  die  Differenz  wächst  mit  der  Dicke  des 
Crystalls.  Ich  wiederhole,  dass  alle  diese  Erscheinungen  aller- 
dings von  der  Brechung,  die  das  Licht  erfasst,  abhängen,  und  dass 
man  sie  also  als  Beweise  für  diesen  Prozess  aufstellen,  dass  man 
sie  aber  nicht  erklären  kann,  wenn  man  nicht  die  Adaptirung  des 
Auges  und  das  Bewusstsein,  welches  dasselbe  über  diese  Thätig- 
keit  hat,  zu  Hülfe  nimmt  — zu  Anfang  eines  Tractats  über  die 
Refraction  gehören  sie  also  gar  nicht  hin. 

In  den  angeführten  Fällen  löst  ein  Auge  für  sich  allein  schon 
die  Aufgabe;  allein  die  Sicherheit  wächst,  wie  das  begreiflich  ist, 
bei  Anwendung  beider  Augen,  wovon  man  sich  bei  feineren  Un- 
terschieden überzeugen  wird.  Es  versteht  sich  von  selbst,  dass 
dergleichen  Urtheile  des  Auges  desto  sicherer  werden,  je  mehr 
Ilülfsmittel  gegeben  sind. 

Ich  werde  jetzt  Erscheinungen  ähnlicher  Art  bei  den  Linsen 
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nachweisen,  wo  sie  von  grosser  practischer  Bedeutung  sind.  Man 
nehme  ein  convexes  Glas,  am  besten  ein  biconvexes,  gleichviel 
ob  von  grosser  oder  kleiner  Brennweite,  halte  dasselbe  nahe  ans 
Auge,  und  betrachte  dadurch  ein  Object,  z.  B.  gerade  Linien.  Sie 
werden  concav  erscheinen,  d.  h.  mit  ihren  Enden  sich  dem  Glase 
zuwenden  und  zwar  in  beträchtlichem  Grade.  Es  ist  dies  be- 
kanntlich ein  Mittel,  Zeichnungen  zu  betrachten,  um  die  Perspec- 
tive zu  vermehren ; ein  Mittel,  welches  die  gewöhnliche  sphärisch 
gekrümmte  Linse  auch  liefert,  während  man  doch  glauben  sollte, 
dass  in  den  meisten  Fällen  der  Praxis  cylindrische  Linsen  der 
Aufgabe  besser  genügen  würden.  Denn  die  sphärischen  Linsen 
krümmen  nicht  allein  die  horizontalen  Linien,  welches  gewünscht 
w7ird,  sondern  begreiflich  auch  die  verticalen,  was  man  im  Allge- 
meinen nicht  beabsichtigt,  und  durch  cylindrische  Linsen,  minde- 
stens zum  Theil,  wenn  auch  nach  dem  Obigen  nicht  ganz,  ver- 
mieden wird.  Uebrigens  kann  dieser  Effect  der  Linsen  fast  bis 
zum  Unerträglichen  gesteigert  werden,  wenn  man  eine  doppelt 
convexe  Loupe  von  kleiner  Brennweite  und  verhältnissmässig  gro- 
ser  Apertur  gebraucht.  Betrachtet  man  durch  dieselbe  eine  Pa- 
pierfläche, so  sieht  man  von  einem  gewissen  Umkreise  ab  die 
kleinen  Erhöhungen  des  Papiers  wie  Fäden  beinahe  senkrecht  auf- 
gerichtet. 

Entfernt  man  jetzt  die  convexe  Linse  vom  Auge  bis  sie  ein 
Bild  giebt,  welches  man  in  der  Luft  betrachtet,  so  erscheint  das- 
selbe convex,  also  umgekehrt  wie  in  dem  vorhergehenden  Fall, 
und  zwar  wiederum  im  Allgemeinen  sehr  entschieden.  Es  hat  in 
diesem  Falle  gar  keine  Schwierigkeit,  abgesehen  von  der  mathe- 
matischen Berechnung,  schon  thatsächiich  nachzuweisen,  dass  die 
Punkte,  welche  von  dem  Auge  für  die  entfernteren  erklärt  wer- 
den, auch  wirklich  die  entfernteren  sind.  Denn  fängt  man  das 
Bild  auf  eine  matte  Glastafel  auf,  und  erscheint  dasselbe  in  den- 
jenigen Theilen,  welche  der  Axe  der  Linse  nahe  liegen,  bei  einer 
gewissen  Entfernung  deutlich,  so  wird  man  die  Glastafel  der 
Linse  näher  bringen  müssen,  um  die  von  der  Axe  der  Linse  ent- 
fernten Theile  möglichst  deutlich  zu  sehen.  Da  man  das  Bild 
der  camera  obscura  in  einer  bestimmten  Entfernung  braucht,  so 

ist  diese  Differenz  zwischen  den  centralen  und  peripherischen 

/ 

Theilen  ein  Uebelstand,  von  dem  jedes  Instrument  dieser  Art  hin- 
längliche Beweise  giebt. 
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Die  concave  Linse  zeigt  ähnliche  Erscheinungen.  Gerade  Li- 
nien, durch  sie  betrachtet,  zeigen  sich  convex,  d.  h.  mit  ihren  ent- 
fernteren Theilen  von  der  Linse  abgewendet. 

Sehr  zu  beachten  sind  in  dieser  Beziehung  die  Gläser,  welche 
auf  der  einen  Seite  plan  sind  oder  überhaupt  einen  grösseren  Radius 
der  Krümmung  haben.  Wendet  man  eine  planconvexe  Linse  als 
Loupe  an,  so  lehrt  die  Theorie,  dass  man  die  ebene  Seite  dem 
Object  und  also  die  gekrümmte  dem  Auge  zuwenden  müsse. 
Denn  die  Theorie  berücksichtigt  zwei  Fehler  der  Linsen,  die  chro- 
matische und  die  Abweichung  wegen  der  sphärischen  Krümmung. 
Für  die  erstere  ist  es  gleichgültig,  ob  man  die  Linse  nach  der 
einen  oder  der  andern  Seite  richtet;  was  jedoch  die  Längenab- 
weichung betrifft,  so  zeigt  die  Theorie,  dass  sie  beinahe  viermal 
grösser  ist,  wenn  man  die  convexe  Seite  dem  Object  und  die 
plane  dem  Auge  zuwendet,  als  bei  umgekehrter  Stellung.  Somit 
müsste  man  die  planconvexen  Loupen  mit  der  ebenen  Seite  nach 
dem  zu  betrachtenden  Gegenstand  gebrauchen. 

Das  jedoch  fällt  keinem  Beobachter  ein;  er  hält  die  Loupe 
stets  umgekehrt! 

Sollte  noch  ein  Zweifel  hierüber  obwalten,  so  betrachte  man 
die  Stellung  eines  planconvexen  Oculars,  durch  welches  ein  Bild, 
sei  es  im  Fernrohr  oder  Mikroscop,  gesehen  wird.  Man  wird 
stets  die  gekrümmte  Seite  dem  Bilde  zugekehrt  finden. 

Die  Theorie  der  Abweichung  der  Lichtstrahlen  wegen  der 
Kugelgestalt  ergiebt  ferner,  dass  es  vorteilhafter  sei,  sich  einer 
biconvexen  Linse  gleicher  Krümmung  zu  bedienen,  als  einer 
planconvexen,  deren  ebene  Seite  den  parallelen  Strahlen  aus- 
gesetzt sei.  Hierüber  ist  die  Theorie  eben  so  wenig  mit  der 
Erfahrung  übereinstimmend,  wie  nicht  allein  sämmtliche  Oculare 
sondern  auch  die  camera  obscura  zeigt.  Somit  ist  es  gewiss,  dass 
in  der  Theorie  ein  Umstand  übersehen  sein  muss,  wodurch  der 
Widerspruch  hervorgebracht  wird. 

Um  diesen  Umstand  kennen  zu  lernen,  wollen  wir  die  plan- 
convexen Linsen  mit  Rücksicht  auf  den  vorliegenden  Gegenstand 
untersuchen.  Sie  zeigen  dieselben  Erscheinungen,  als  die  bicon- 
vexen Gläser,  mögen  sie  als  Loupen  oder  zum  Ilervorbringen  ei- 
nes Bildes  angewandt  werden;  allein  sie  zeigen  sie  in  sehr  ver- 
schiedenem Maasse,  je  nachdem  die  eine  oder  andere  Seite  dem 
Object  zugewandt  wird.  Wenn  sie  als  Loupe  dienen,  so  sind  die 
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Krümmungen  ungleich  bedeutender,  sobald  die  plane  Seite  nach 
dem  Object  gerichtet  ist;  lässt  man  durch  sie  jedoch  ein  Bild 
entstehen,  so  ist  dasselbe  stärker  gewölbt,  wenn  die  convexe 
Seite  nach  dem  Bilde  sieht.  Aus  der  ersteren  Thatsache,  die 
man  practisch  wohl  zu  beachten  hat,  ergiebt  sich  die  Lage,  in 
welcher  diese  Linse  angewandt  werden  muss,  in  Uebereinstimmung 
mit  der  Erfahrung.  Zugleich  überzeugt  man  sich,  dass  unter  allen 
Umständen  der  Theil  des  Bildes,  welcher  die  Axe  der  Linse  um- 
giebt,  ungekrümmt  und  unverzerrt  bleibt,  und  dass  diese  Verzer- 
rungen von  den  höheren  Gliedern  abhängen,  die  man  bei  der  ge- 
wöhnlichen Betrachtung  der  Linse  vernachlässigt,  d.  h.  von  sol- 
chen Punkten,  welche  mit  der  Linse  einen  zu  grossen  Winkel 
bilden,  als  dass  man  ihn  für  unendlich  klein  ansehen  könnte. 

Aehnlich  der  planconvexen  verhält  sich  die  planconcave 
Linse.  Sieht  man  durch  sie  hindurch,  so  krümmt  sie  die  geraden 
Linien  in  verschiedenem  Grade,  je  nachdem  sie  gehalten  wird. 
Sie  krümmt  am  wenigsten,  wenn  die  plane  Seite  nach  dem  Ob- 
ject gerichtet  ist,  und  in  dieser  Stellung  wird  diese  Linse  als  Bril- 
lenglas angewandt. 

Fasst  man  das  Bisherige  zusammen,  so  ergiebt  sich  also: 

4)  dass  die  Punkte  des  Objects  sich  desto  früher  abbilden, 
je  weiter  sie  von  der  Axe  entfernt  sind.  Wir  setzen  voraus, 
dass  das  Object  sich  in  einer  Ebene  befinde,  welche  senkrecht 
auf  die  Axe  gerichtet  ist.  Sein  Bild  wird  sich  dann  also  nicht 
in  einer  Ebene  befinden,  vielmehr  werden  die  entfernteren  Theile 
davon  abweichen,  und  diese  Abweichung  könnte  man  die  Abwei- 
chung von  der  Ebene  nennen. 

2)  dass  diese  Abweichung  bei  einer  Linse  mit  ungleichen 
Radien  von  der  Stellung  der  Linse  abhänge. 

3)  dass  der  Uebelstand,  der  hieraus  hervorgeht,  bei  den  Lou- 
pen  und  Ocularen  bedeutender  ist,  als  die  Abweichung  wegen 
der  Kugelgestalt,  welche  von  der  Apertur  bedingt  ist,  so  dass, 
wenn  beide  Abweichungen  collidiren,  die  Entscheidung  nach  den 
Bedingungen  der  Abweichung  ad  1.  von  der  Praxis  getrof- 
fen wird. 

4)  dass  weil  man  die  in  Rede  stehende  Abweichung,  so  viel 
bekannt,*)  niemals  in  Betracht  gezogen  hat,  die  Theorie  der 


*)  Ich  muss  mir  die  Bemerkung  erlauben,  dass  dieser  Abschnitt  und 
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dioptrischen  Instrumente  in  Widerspruch  mit  der  Praxis  getreten 
ist,  und  diesen  Instrumenten  wahrscheinlich  die  Vollendung  nicht 
hat  geben  lassen,  die  zu  erreichen  möglich  gewesen  wäre.  Merk- 
würdig ist  es  übrigens,  dass  man  den  Widerspruch  der  Theorie 
mit  der  Praxis  bei  den  Loupen  und  Ocularen  nicht  hervorgeho- 
ben hat,  da  er  zu  Tage  liegt. 

Was  die  Objectivlinsen  anbetrifft,  so  ist  zu  bemerken,  dass 
bei  der  des  Mikroscops  beide  Arten  von  Abweichung  dieselbe 
Stellung  der  Linse  verlangen,  nemlich  mit  der  conyexen  Seite 
nach  dem  Object,  mit  der  planen  oder  der  weniger  gekrümmten 
nach  dem  Bilde.  Bei  den  Objectiven  der  Fernröhre  dagegen  ist 
die  convexere  Seite  nach  dem  Object  gewandt,  und  dies  rührt 
daher,  dass  diese  Instrumente  im  Allgemeinen  ein  kleines  Ge- 
sichtsfeld haben,  wo  dann  die  x\bweichung  von  der  Ebene  nicht 
so  bedeutend  ist 5 ferner  daher,  dass  die  letztere  Abweichung  un- 
ter sonst  gleichen  Umständen  desto  kleiner  wird,  je  grösser  die 
Entfernung  des  Objects.  Daher  steht  die  Objectivlinse  der  Fern- 
röhre, wie  es  die  Abweichung  wegen  der  Kugelgestalt  nÖthig 
macht.  Inzwischen  sieht  man  auch  bei  Fernröhren  von  verhält- 
nissmässig  grösserem  Gesichtsfeld  den  Mond  nicht  als  Scheibe, 
sondern  gewölbt  und  man  kann  wohl  nicht  zweifeln,  dass  wenn 
die  Theorie  den  aufgestellten  Gesichtspunkt  beachten  wird,  sie 
den  Fernröhren  eine  grössere  Vollkommenheit,  namentlich  in  Be- 
zug auf  das  Gesichtsfeld  wird  ertheilen  können. 

Uebrigens  ist  nicht  zu  vergessen,  dass  wir  es  hier  mit  diop- 
trischen Prinzipien  nicht  zu  tlmn  haben,  dass  wir  nur  beabsichti- 
gen, zu  zeigen,  wie  ein  Auge  allein  durch  die  Adaptirung  den  re- 
lativen Ort  der  Objecte  erfahre,  und  somit  bleibt  uns  nur  nach- 
zuweisen  übrig,  dass  die  Krümmungen  ebener  Gegenstände,  zu 
welchen  die  Linsen  Veranlassung  geben,  auch  wirklich  in  der 
Natur  ihrer  Brechung  liege,  und  dass  das  Auge  somit  richtig 
beurtheile. 

Seien  r und  q die  Radien  einer  Linse;  wir  nehmen  dieselben 
positiv,  wenn  sie  zu  einer  convexen  Fläche  gehören,  d die 
Dicke  der  Linse,  n das  Brechungsverhältniss  ihrer  Substanz. 


überhaupt  der  ganze  Artikel  bereits  1841  geschrieben  worden  ist,  als  die- 
ser Band  des  Repertoriums  erscheinen  sollte, 

V. 


26 
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In  dem  Abschnitt  „Weg  der  Lichtstrahlen  u.  s.  w.K  findet 
sich  die  Gleichung  (III) 

cp  i = (4i  + 3,a)  w, 

wo  w der  Winkel  ist,  den  der  noch  ungebrochene  Strahl  mit  der 
Axe  bildet;  cpi  derselbe  Winkel  nach  der  Brechung  durch  i -j-  1 
Linsen,  a ist  die  Entfernung  von  der  vordersten  Linsenfläche, 
wo  der  noch  ungebrochene  Strahl  die  Axe  treffen  würde.  Hat 
man  nur  eine  Linse,  so  ist  i=o,  uud  die  letzte  Gleichung  geht 
über  in:  (p=z  (3,a)  w. 

Wenn  die  Bedingung  gestellt  wird,  dass  der  Strahl  nach  sei- 
nem Austritt  aus  der  Linse  seiner  ursprünglichen  Richtung  paral- 
lel sei,  so  muss  <p  — w,  also  (3,a)  = 1 sein.  Nennt  man  A den 
dieser  Bedingung  entsprechenden  Werth  von  a,  so  ergiebt  sich 

1 — (3.2) 


A 


(3,1) 


Dieser  Werth  A giebt  die  Lage  des  ersten  Hauptpunkts  der 
Linse,  und  wir  fügen  noch  bei,  dass  man  nach  der  im  angeführten 
Abschnitt  gebrauchten  Bezeichnung  hat 

n — | 

(3)*  — - 

Q 


n 


n 


(2) ! 

(1)  ' 

wonach  man  A leicht  berechnet. 

Der  Strahl,  welcher  die  Axe  in  einer  Entfernung  A,  von  der 
ersten  Fläche  gemessen,  treffen  würde,  geht  also  nach  der  Be- 
chung  durch  die  Linse  seiner  ursprünglichen  Richtung  parallel. 
Er  wird  dann  die  Axe  in  einer  Entfernung  B von  der  hintern 
Linsenfläche  treffen,  und  diese  Entfernung  erhält  man  offenbar, 
wenn  man  in  dem  Werthe  von  A,r  mit  q vertauscht. 

4— (2,1) 


Daher  ist 


B 


(3,1) 


Der  so  gefundene  Punkt  ist  der  andere  Hauptpunkt  der  Linse. 

Da  diese  beiden  Hauptpunkte  von  grosser  Wichtigkeit  bei  der 
Betrachtung  der  Linse  sind,  so  wollen  wir  ihre  Lage  auf  eine  andere 
Art  noch  abzuleiten  suchen.  Es  giebt  bekanntlich  für  jede  Linse  ei- 
nen Punkt  in  der  Axe,  welcher  die  Eigenschaft  hat,  dass  wenn  ein 
Lichtstrahl  durch  ihn  hindurcbgeht,  er  nach  der  Biechung  durch  die 
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Linse  denselben  Winkel  mit  der  Axe  bildet  als  zuvor.  Bei  einigen 
Schriftstellern  heisst  dieser  Punkt  der  optische  Mittelpunkt,  und 
Strahlen,  die  durch  ihn  gehen,  Hauptstrahlen.  Man  erhält  ihn,  wenn 
man  an  die  Flächen  der  Linse  zwei  parallele  Radien  zieht  und 
die  Punkte,  wo  sie  die  beiden  Oberflächen  treffen,  durch  eine 
Gerade  verbindet.  Der  Durchschnitt  dieser  Geraden  mit  der  Axe 
der  Linse  ist  der  verlangte  Punkt,  und  man  sieht  hieraus  sogleich, 

r o 

dass  derselbe  um  d . — von  der  Vorderfläche  und  um  d . — 

l'  + Q v -f  Q 

von  der  hinteren  entfernt  liegt. 

Der  so  bestimmte  Punkt  geniesst  seine  Eigenschaft  ganz  all- 
gemein, d.  h.  für  alle  Strahlen,  sie  mögen  unter  grossem  oder 
kleinem  Winkel  einfallen.  Da  alle  sogenannten  Hauptstrahlen 
durch  ihn  gehen,  so  kann  man  ihn,  optisch  genommen,  als  einen 
leuchtenden  Punkt  ansehen,  und  die  Brechung  der  von  ihm  aus- 
gehenden Strahlen  durch  die  beiden  Linsenflächen  bestimmen. 

1 n n — 1 

Dies  geschieht  nach  der  bekannten  Formel 


wo 


a 


a r 

a die  Entfernung  des  Objects,  a die  des  Bildes  ist,  beide  von  der 
brechenden  Oberfläche  nach  derselben  Seite  hin  gemessen.  Setzt 
man  hierin  nunmehr  für  a die  Entfernung  des  optischen  Mittel- 

r 

punkts  oder  d . ? so  erhält  man  für  a die  Entfernung  des 

ersten  Hauptpunkts,  das  obige  A ; und  wenn  man  r mit  q ver- 
tauscht, die  Entfernung  des  zweiten  Hauptpunkts  oder  B. 

Auch  leuchtet  aus  dieser  Ableitung  die  Eigenschaft  der  bei- 
den Hauptpunkte  ein.  Denn  zieht  man  durch  den  optischen 
Mittelpunkt  eine  Linie,  welche  einen  Lichtstrahl  repräsentirt,  und 
erleidet  derselbe  an  beiden  Flächen  der  Linse  eine  Brechung  in 
der  Luft,  so  ist  jeder  der  beiden  gebrochenen  Strahlen  auf  seinen 
Hauptpunkt  gerichtet,  und  dabei  bilden  sie  gleiche  Winkel  mit 
der  Axe,  da  sie  parallel  sind.  Wie  man  sieht,  ist  die  Gleichheit 
der  Winkel  das  Charakteristische  der  beiden  Hauptpunkte;  denn 
sähe  man  von  dieser  Gleichheit  ab,  so  gäbe  es  für  jeden  beliebi- 
gen Punkt  in  der  Axe  von  einer  oder  von  i -f-  1 Linsen  einen 
anderen  correspondirenden  Punkt,  von  der  Eigenschaft,  dass  alle 
Strahlen,  die  vor  der  Brechung  auf  den  ersten  Punkt  gerichtet 
waren,  von  dem  zweiten  zu  kommen  scheinen,  nachdem  sie 
sämmtliche  Brechungen  erfahren  haben,  und  zwar  ergiebt  sich 

26* 
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dies  aus  der  Gleichung  VII  des  erwähnten  Abschnitts,  wonach 

, (4i  + 2,a) 

(4i  + 3,a)’ 

also  unabhängig  von  dem  ursprünglichen  Winkel  w ist. 

Dies  Verhältnis  jedoch,  in  welchem  je  zwei  correspondi- 
rende  Punkte  in  der  Axe  des  Linsensystems  zu  einander  stehen, 
gilt  eben  so,  wie  die  Eigenschaft  der  beiden  Hauptpunkte,  nur 
für  Strahlen,  die  mit  der  Axe  unendlich  kleine  Winkel  bilden. 
Das  letztere  ist  aus  dem  Vorigen  leicht  zu  entnehmen.  Die  Lage 
des  optischen  Mittelpunkts  nemlich  ist  ganz  allgemein  für  alle 
Strahlen,  unter  welchem  Winkel  sie  auch  geneigt  seien;  die  For- 
mel jedoch,  durch  welche  wir  vorher  aus  der  Lage  dieses  Punk- 
tes diejenige  der  beiden  Hauptpunkte  ableiteten,  gilt  nur  für  Strah- 
len, deren  W7inkel  mit  der  Axe  unendlich  klein  sind.  Hieraus 
ergiebt  sich,  dass  die  Hauptpunkte  einer  Linse  nur  für  Strahlen 
der  letzteren  Art  gelten. 

Die  letzte  Gleichung  zwischen  «i  und  a geht  für  den  Fall 
einer  einzigen  Linse  über  in 

(3,a) 

“ (3,a) 

a (2,1)  + (2) 

a (3,1)  + (3,2)’ 

wo  a die  Entfernung  von  der  hinteren  Linsenfläche  bedeutet,  in 
welcher  der  gebrochene  Strahl  die  Axe  trifft. 

Befindet  sich  nun  ein  leuchtender  Punkt  in  der  Axe  und  um 
a vor  der  ersten  Fläche,  so  hat  man  in  der  letzten  Gleichung  a 
negativ  zu  nehmen,  und  erhält  für  die  Entfernung  seines  Bildes 
die  Gleichung 


a 


(2)-a(2,l) 


. . . . XII. 


(3,2)  -a  (3,1) 

Nimmt  man  an,  dass  paralleles  Licht  auf  die  Vorderfläche 
falle,  so  ist  a = oo,  und  daher 

(2.1) 


a = 


(3,1) 


als  die  eine  Brennweite. 


Fällt  paralles  Licht  auf  die  hintere  Fläche  der  Linse,  so  ist 
«ssQO,  und  auf  ähnliche  Weise 


Die 


a 


(3,2) 

(34) 


als  die  andere  Brennweite. 


beiden  Brennweiten  liegen  also  von  den  entsprechenden 
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Flächen  gemessen,  verschiedentlich  entfernt;  allein  ihre  Entfernung 
von  den  entsprechenden  Hauptpunkten,  welche  vorher  bestimmt 

1 

worden  sind,  ist  dieselbe  und  zwar  Bezieht  man  nun  auch 

(3,1) 

die  Entfernung  des  Objects  und  diejenige  des  Bildes  auf  den  cor» 
respondirendeu  Hauptpunkt,  so  erhält  man  die  gewöhnliche  For- 
mel für  die  sphärische  Linse,  wonach  die  Summe  der  reziproken 
Grössen  der  Entfernung  des  Objects  und  Bildes,  der  reziproken 
Brennweite  gleich  ist,  d.  h.  = (3,1).  Diesen  Satz  hat  Möbius 
über  ein  System  von  beliebig  vielen  Linsen  aufgestellt,  und  Bes- 
sel  hat  ihn  für  den  Fall  bewiesen,  in  welchem  die  Dicke  der 
Linsen  nicht  vernachlässigt  wird. 

Setzt  man  in  XII  a — o,  setzt  man  also  voraus,  dass  der 
leuchtende  Punkt  die  Linse  und  zwar  an  ihrer  Axe  berühre,  so 
erhält  man 

(2)  d t n 

(pj~n— 1'”([  "> 

Q n ~ 

und  wenn  man  diesen  Werth  von  d,  oder  der  Linsendicke,  ab- 
zieht, so  ergiebt  sich  die  Verschiebung,  welche  der  leuchtende 
Punkt  erfährt,  und  welche  bewirkt,  dass  er  einem  darüber  schwe- 
benden Auge  gehoben  erscheint. 

Es  mag  nun  der  bisher  in  der  Axe  angenommene  leuchtende 
Punkt  sich  ausserhalb  derselben  befinden;  seien  x und  y die 
Coordinaten  desselben,  wo  x dieselbe  Bedeutung  hat  als  vorher  a, 
y jedoch  die  senkrecht  gemessene  Entfernung  des  Punktes  von 
der  Axe  bezeichnet.  Es  wird  vorausgesetzt,  dass  auch  für  die 
Strahlen  dieses  Punkts  die  Winkel  als  unendlich  kleine  angesehen 
werden.  Unter  dieser  Bedingung  kennt  man  sogleich  die  Lage 
eines  von  der  Linse  gebrochenen  Strahles,  desjenigen  nemlich, 
welcher  vor  der  Brechung  auf  den  ersten  Hauptpunkt  gerichtet 
ist.  Er  wird  nach  der  Brechung  auf  den  zweiten  Hauptpunkt  ge- 
richtet sein,  und  zwar  unter  demselben  Winkel,  welcher  aus  den 
Grössen  x und  y und  aus  der  Lage  des  ersten  Hauptpunkts  als 
bekannt  anzusehen  ist.  Um  den  Ort  des  Bildes  zu  erfahren,  ist 
die  Lage  eines  zweiten  gebrochenen  Strahls  zu  wissen  nöthig 
dessen  Durchschnittspunkt  mit  dem  ersteren,  für  den  Fall  unend- 
lich kleiner  Winkel  den  Ort  des  Bildes  bedeutet.  Wählt  man 
hierzu  den  Strahl,  der  auf  den  Axenpunkt  der  vorderen  Linsen* 


406 


lieber  das  Auge. 

fläche  gerichtet  ist,  so  ist  der  Winkel,  den  er  mit  der  Axe  vor 

y 

der  Brechung  bildet,  oder  w = — , und  dieser  Strahl  wird,  dem 

X 

Obigen  zufolge,  nach  der  ersten  Brechung  auf  einen  Punkt  in  der 

(2) 

Axe  gerichtet  sein,  der  um  die  Grössen  von  der  hinteren 

( o,  4 J 

Fläche  der  Linse  entfernt  liegt.  Nach  der  zweiten  Brechung  bilde 
der  Strahl  den  Winkel  cp  mit  der  Axe,  so  hat  man  nach  früheren 
Gleichungen  y = (3, a)w,  und  da  hier  a=0,  so  ist  wegen  der  Na- 
tur der  Ausdrücke  unter  der  Klammer  SP  = (3,2)  w. 

Nennt  man  nunmehr  x1  und  y,  die  Coordinaten  des  Punk- 
tes, wo  beide  Strahlen  sich  schneiden  und  also  unter  der  gemach- 
ten Voraussetzung,  der  leuchtende  Punkt  sich  abbildet,  so  ergiebt 
sich  leicht 

v ^ (2)  -_(2,l)x_ 

‘ 1 (3,2)  - (3,1)  x‘ 

Wie  man  sieht,  ist  dieser  Werth  von  Xj  nur  von  x abhän- 
gig, aber  nicht  von  y.  Er  bleibt  also  ungeändert,  der  leuchtende 
Punkt  liege  nun  in  der  Axe  oder  ausserhalb,  wenn  nur  x dasselbe 
bleibt.  Man  kann  dies  Resultat  auch  so  ausdrücken:  Wenn  als 
Object  ein  System  von  Punkten  gegeben  ist,  die  sich  in  einer 
und  derselben  Ebene,  senkrecht  auf  der  Axe  der  Linse,  befinden, 
dann  werden  die  Bilder  dieser  Punkte  gleichfalls  in  einer  und 
derselben  Ebene  liegen,  die  senkrecht  auf  der  Axe  gerichtet  ist. 

Somit  ist  hier  noch  nichts  von  einer  Krümmung  des  Bildes, 
wie  die  Erfahrung  sie  uns  vorher  an  den  Linsen  gezeigt  hat. 
Allein  das  Vorige  gilt  nur  für  Objecte  von  so  geringer  Ausdeh- 
nung, dass  die  Annahme  unendlich  kleiner  Winkel  gestattet  ist, 
und  für  so  kleine  Objecte  lässt  auch  das  Experiment  keine  Krüm- 
mung wahrnehmen.  Anders  jedoch  verhält  sich  die  Sache,  wenn 
man  das  Gesichtsfeld  grösser  annimmt,  so  das  man  für  den  Win- 
kel, den  dasselbe  umsehliesst,  die  Voraussetzung  unendlich  kleiner 
Winkel  aufgeben  muss.  Die  interessantere  von  den  im  Obigen  be- 
sprochenen Erscheinungen  bietet  die  plan  convexe  Linse  dar,  und 
ich  werde  an  einer  bestimmten,  mir  vorliegenden  Linse  dieser 
Art  zeigen,  dass  dasjenige,  was  das  Auge  über  die  Krümmung, 
über  die  verschiedene  Krümmung,  je  nachdem  die  Linse  ge- 
halten wird,  behauptet,  vollkommen  begründet  sei,  und  dass  das- 
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kleinen  Variationen  dn  und  de  wähle,  so  muss  der  Ausdruck  z -f* 
-G+i)  unveränderlich  sein  5 denn  wäre  er  es  nicht,  so  könnte 

man  jedenfalls,  ohne  die  Grenzcurve  P zu  ändern,  also  de=^0 
setzend,  die  Variationen  dn  so  wählen,  dass  dW  einen  negativen 

Werth  erhielte.  Ist  aber  z -f  «2  (j{  jjr)  — C,  so  wird,  weil 

/dü.  du  = 0,  dW  = — y 11 P . de  . cos  k {«2  cos  i 2ß2  — und 
da  de . cos  k immer  noch  ganz  willkührlich  bleibt,  so  muss,  wenn 
dW  nicht  negativ  soll  werdeii  können,  cosi-}-2/?2 — «2  —0  oder 


sin  £1 


ß 


a 


sein.  Lässt  man  die  z in  der  horizontalen  Normal- 


Fläche  anfangen  (d.  h.  in  der  Ebene,  welche  die  Oberfläche  der 
Flüssigkeit  bilden  würde,  wenn  keine  Capillar- Anziehung  Statt 
fände),  so  wTird  die  obige  Constante  C = 0,  und  man  erhält  für 

die  Oberfläche  folgende  Gleichungen: 

/ 1 1\  ß 

z + a2  ^-p-  + y = 0 und  sin  li  — — . 

Die  Constanten  a und  ß hängen  von  den  Functionen  f und 
F ab,  und  können  als  ein  Maass  der  Intensität  der  Anziehung  zwi- 
schen den  Theilen  der  Flüssigkeit  unter  sich  und  gegen  die  Theile 
des  Gefässes  betrachtet  werden.  Wenn  ß > a,  also  die  Anziehung 
des  Gefässes  gegen  die  Flüssigkeit  grösser  ist,  als  die  Anziehung 
zwischen  den  Theilen  der  Flüssigkeit,  so  kann  die  Gleichung 
u sin  \ i = ß nicht  bestehen.  In  diesem  Falle  giebt  es  keine  be- 
stimmte Gestalt  des  Gleichgewichtes;  denn  denkt  man  sich  neben 
der  Flüssigkeit  noch  eine  sehr  dünne  Schicht  über  einen  Theil  der 
Wand,  dessen  Fläche  T'  sei,  ausgebreitet,  so  ist  T'  die  Zunahme 
der  bedeckten  Oberfläche  T und  zugleich  erleidet  auch  die  freie 
Oberfläche  U nahe  dieselbe  Zunahme  Th  Der  Ausdruck  W == 
yzds  -J-  (ct2  — 2/?2)  T -j-  a2  U verwandelt  sich  dann  in  folgenden, 
der  desto  genauer  ist,  je  dünner  die  hinzugefügte  Schicht,  nämlich 
W'  =yzds  -p  ( u 2 — 2ß2)  (T  -p  T')  -j-  a2  (U  -p  T'),  und  da  das 
Integral  y*zds  in  beiden  nahe  denselben  Werth  vorstellt,  so  wird 
\V ' — W — ‘2  — ß2)  T',  also  da  ß2  > a5,  W'  < W,  also  wird 

durch  die  Annahme  einer  weiteren  Ausbreitung  der  Flüssigkeit 
auf  der  Wand  des  Gefässes,  W vermindert.  Ist  aber  die  ganze 
Wand  des  Gefässes  mit  einer  unmerklich  dünnen  Schicht  der  Flüs- 
sigkeit benetzt,  so  kann  man  in  den  Gleichungen  für  die  Oberflä- 
che ß—  a setzen,  indem  alsdann  die  benetzende  Schicht  als  Ober-» 
fläche  der  Wand  sich  ansehen  lässt.  Alsdann  wird  sin  l i 2=3  1, 
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oder  i = tc ; also  berührt  die  freie  Oberfläche  der  Flüssigkeit  die 
Wand  des  Gefässes. 

Die  gefundenen  Resultate  setzen  völlig  freie  Beweglichkeit  der 
flüssigen  Theilchen  voraus.  Diese  findet  im  Innern  der  Flüssigkeit 
und  an  ihrer  freien  Oberfläche  viel  mehr  statt,  als  an  der  Wand 
des  Gefässes,  wenn  diese  trocken  ist.  Die  freie  Oberfläche  wird  daher 

unter  alien  Umständen  eine  der  Gleichung  z + ft2  (jy  + = C 


entsprechende  Gestalt  haben,  wenn  die  Flüssigkeit  in  Ruhe  ist: 
aber  die  andere  Bedingung  für  die  Grenze  braucht  noch  nicht  er- 
füllt zu  sein,  weil,  wenn  die  erste  Bedingung  erfüllt  ist,  der  Ueber- 
gang  zum  Minimum  von  W nicht  ohne  Verschiebung  der  an  der 
Wand  befindlichen  Theilchen  geschehen  kann,  welcher  die  Reibunng 
Widerstand  leistet.  Man  bemerkt  daher  bei  benetzten  Wänden 
grössere  Uebereinstimmung  der  Erscheinungen  mit  obigen  Formeln, 
als  bei  trocknen,  weil  an  jenen  die  Theile  der  flüssigen  Masse  leich- 
ter fortgleiten,  als  an  diesen. 

Aus  Beobachtungen  an  benetzten  Gefässen  lässt  sich  der  Werth 
von  a herleiten.  Nach  den  Versuchen  von  Laplace  ergiebt  sich 
für  Wasser  bei  der  Temperatur  von  8°, 5 Cent,  a = 2,7509  Millim., 
für  Weingeist  vom  specifischen  Gewichte  0,81961,  a = 1,7447  Mm., 
für  Terpentinöl  bei  8°  C.  a = 1,818;  für  Quecksilber  bei  10°  C. 
a = 1,803.  Die  Temperatur  scheint  auf  die  Werthe  von  a nur 
in  so  weit  Einfluss  zu  haben,  als  sie  die  Dichte  der  Flüssigkeit 
ändert,  welcher  der  Werth  von  <x2  proportional  ist. 

Wir  besitzen  noch  eine  Bearbeitung  dieses  Gegenstandes  in 
der  Nouvelle  theorie  de  l’action  capillaire  par  S.  D.  Poisson, 
Paris  1831,  welche  sich  besonders  durch  genaues  Eingehen  in  viele 
einzelne  Erscheinungen  auszeichnet,  einen  zusammenfassenden  Aus» 
zug  aber  nicht  leicht  gestattet;  daher  ich  mich  hier  nur  auf  eine 
Bemerkung  über  die  Polemik,  welche  der  berühmte  Verfasser  ge- 
gen die  bisherige  Theorie  richtet,  beschränken  will.  Poisson  ta~ 
delt  nämlich,  dass  man  die  Aenderung  nicht  in  Rechnung  gebracht 
habe,  welcher  die  Dichtigkeit  des  flüssigen  Körpers  an  seiner 
Oberfläche  und  im  Innern  unterworfen  sei,  und  behauptet,  dass, 
wenn  dieselbe  vernachlässigt  wird,  die  freie  Oberfläche  eben  und 
wagerecht  bleiben  und  weder  Hebung  noch  Senkung  der  Flüssig- 
keit eintreten  werde  (vgl.  z.  B.  S.  6 der  Vorrede).  Der  Beweis 
für  diese  der  bisherigen  Theorie  widersprechende  Behauptung  geht 
von  folgender  Betrachtung  aus  (S.  18  u.  f.): 
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Es  sei  AOB  (Fig.  3.)  die  freie  Oberfläche  der  Flüssigkeit  in 
der  Röhre  AA'B'B,  w ein  Element  derselben  in  O,  OE  ein  flüs- 
siger Cylinder  normal  auf  der  Fläche,  dessen  Grundfläche  co;  CD 
sei  die  Berührungs- Ebene  der  Fläche  in  O;  O'  ein  beliebiger 
Punkt  des  Gründers  in  der  verticalen  Tiefe  = a unter  O,  und 
C'  D/  eine  durch  O'  gehende  mit  CD  parallele  Ebene.  Auf  diesen 
Cylinder  0 0'  wirken  in  der  Richtung  von  O nach  O'  folgende 
Kräfte:  die  Anziehung  des  Meniscus,  welche  mit  ^ bezeichnet  und 

gefunden  wird  (ju  = — , wo  X und  X'  die  Krüm- 

mungshalbmesser sind,  die  für  eine  concave  Oberfläche  als  positiv 
angesehen  werden.  Die  Constante  H hängt  von  der  Anziehung  <pr 
zwischen  den  Theilen  der  Flüssigkeit  ab,  und  findet  sich:  H = 

GO 

tfq*  fc4,  cpv  dr,  q ist  die  Dichte  der  Flüssigkeit,  auf  deren  Ver- 
*0 

änderung  hier  keine  Rücksicht  genommen  wird.  Ferner  wirkt 

auf  den  Cylinder  die  Anziehung  der  unter  C'  D/  befindli- 

2 TV  Q 2 

chen  Flüssigkeit;  ihre  Intensität  wird  gefunden  K ==  — — 


x 


00 


/f3 

9>rdr;  die  Wirkung  der  zwischen  CD  und  C'D'  enthaltenen, 

0 

den  Cylinder  umgebenden  Flüssigkeit,  in  der  Richtung  O O',  ist 
Null;  es  wirkt  noch  das  Gewicht  des  Cylinders  O O',  nach  der 
Richtung  desselben  gemessen,  mit  der  Intensität  g()a,  endlich  noch 
der  Luftdruck  ri  in  O.  Alle  diese  Kräfte  sind  auf  die  Flächen- 
einheit zurückgeführt.  Poisson  sagt,  für  das  Gleichgewicht  des 
Cylinders  0 0/  müsse  die  Summe  dieser  Kräfte  Null  sein,  und  er- 
hält dann  folgende  Gleichung:  K + ^ + ggci  + n = 0 oder  K = 

— n — go«  + | II  (y  + -y^  (S.  19.),  auf  welche  dann  weitere 

Betrachtungen  gegründet  werden. 

Die  Annahme  einer  unveränderlichen  Dichtigkeit,  mit  welcher 
die  frühere  Theorie  sich  begnügt  hatte,  würde  durch  vorstehende 
Gleichung  unmittelbar  widerlegt  sein,  wenn  diese  wirklich  aus  jener 
folgte.  Denn  da  sich  a auf  einen  beliebigen  Punkt  O'  des  Cylin- 
ders  OE  bezieht,  indem  es  den  verticalen  Ilöhen-Unterschied  zwi- 
schen O und  0/  bedeutet,  so  ist  es  eine  willkührliche  oder  ver- 
änderlichen Grösse;  hingegen  sind  die  übrigen  in  der  Gleichung 
vorkommende  Grössen  entweder  absolut  constant,  wie  K,  H,  ir?  fr  Q, 
oder  wenigstens  für  denselben  Cylinder  OE  constant,  wie  X und 
folglich  würde  sich  aus  dieser  Gleichung  ein  constanter  Werth 
für  a ergeben,  welcher  offenbar  unzulässig  ist.  Auch  betrachtet 
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Gleichgewicht  eines  hängenden 


Poisson  den  Werlh  von  a in  dieser  Gleichung  als  willkührlich, 
indem  er  aus  ihr  den  Schluss  zieht,  dass  K eine  im  Allgemeinen 
negative  Grösse  sei,  welche  hauptsächlich  vom  Drucke  n und  von 
der  Tiefe  des  Punctes  0 ' abhänge,  dem  sie  entspricht.  Also  wäre 
dann  K veränderlich,  da  doch  sein  Werth  konstant  und  schon  vor- 
her angegeben  ist.  Ganz  dieselbe  Einwendung  lässt  sich  auch  ge- 
gen eine  im  weiteren  Verlaufe  S.  20.  Z . 8.  v.  u.  aufgestellte  Glei- 
chung machen.  Der  innere  Widerspruch,  welchen  hiernach  diese 
Gleichungen  darbieten,  scheint  lediglich  in  einer  mangelhaften  sta* 
tischen  Betrachtung  seinen  Grund  zu  haben,  denn  für  das  Gleich- 
gewicht des  Cylinders  ist  nicht  erforderlich,  dass  die  Summe  der 
oben  aufgezählten  von  O nach  O ' gerichteten  Kräfte,  nämlich 
K + ■+*  g(>«  Hb  11  gleich  Null  sei,  sondern  nur,  dass  sie  dem  Ge- 

gendruck gleich  sei,  welcher  in  O'  auf  die  flüssige  Säule  wirkt. 
Poisson  scheint  anzunehmen,  dass  ein  solcher  Gegendruck  aus 
der  bisherigen  Theorie  sich  nicht  ergeben,  weil  derselbe  das  Da- 
sein einer  abstossenden  Kraft  voraussetzt,  während  die  Theorie  nur 
anziehende  Kräfte  annimmt;  wobei  jedoch  unberücksichtigt  geblie- 
ben ist,  dass  die  Annahme  einer  constanten  Dichtigkeit  die  Vor- 
aussetzung einer  abstossenden  Kraft  schon  in  sich  einhüllt.  So 
viele  Anerkennung  daher  der  von  Poisson  gemachte  Versuch 
Verdient,  jene  Annahme  constanter  Dichtigkeit  durch  Einführung 
passender  Hypothesen  über  die  zwischen  den  Molecülen  wirken- 
den abstossenden  Kräften  nicht  allein  zu  ersetzen,  sondern  auch 
darbüber  hinauszugehen,  und  die  durch  den  veränderlichen  Druck 
hervorgebrachten  Aenderungen  der  Dichtigkeit,  welche  die,  bishe- 
rige Theorie  wegen  der  geringen  Compressibilität  der  tropfbaren 
Flüssigkeit  bei  der  Erklärung  der  Capillaritäts- Erscheinungen  un- 
berücksichtigt liess,  ebenfalls  noch  in  die  Rechnung  einzuführen, 
so  kann  doch  die  Behauptung,  dass  aus  der  bisherigen  Theorie  die 
Erscheinungen  der  Capillarität  gar  nicht  folgen,  nicht  als  begrün- 
det anerkannt  werden. 


6.  lieber  das  Gleichgewicht  eines  an  einem  Fa- 
den hängenden  und  in  gleichförmige  Dre- 
hung versetzten  Körpers. 

Eine  Beobachtung  Gregor y ’s,  von  welcher  im  3.  Bande  der 
Correspendance  mathematique  et  physique  de  Bruxelles  die  Rede 


Heber  das  Auge.  407 

selbe  also  den  relativen  Ort  der  gesehenen  Punkte  richtig  beur- 
theile. 

Es  sei  demnach  eine  planconvexe  Linse  von  einem  Radius 
r = 7 Linien,  von  einer  Dicke  = 2'"  und  einem  Werthe  von 
n — 1,53.  Die  Oeffnung  der  Linse  setze  ich  absichtlich  so  klein 
( = V^stcl  Linie),  dass  die  Abweichung  wegen  der  Kugelgestalt 
ganz  unerheblich  sei.  In  der  Axe  der  Linse  und  63"'  von  ihrer 
Vorderfläche  entfernt,  befinde  sich  ein  leuchtender  Pnnkt,  so  wird 
die  Entfernung  seines  Bildes  nach  den  vorigen  Formeln  betragen: 

45 404,  wenn  die  convexe  Seite  dem  Object  zugewandt  ist. 

16 '",624  -•  - plane  - - 

Es  befinde  sich  nun  ein  zweiter  leuchtender  Punkt  vor  der 
Linse,  dessen  Coordinaten  x und  y respective  63 und  1 0 ///  be- 
tragen,  so  dass  dieser  Punkt  also  mit  dem  vorigen  in  einer  und 
derselben  senkrecht  auf  der  Axe  gerichteten  Linie  liege,  und  mit 
dieser  Axe  an  der  Vorderfläche  einen  Winkel  von  9°  1'  10" 
bilde,  für  welchen  die  Annahme  des  Unendlich  kleinen  nicht  er- 
laubt ist.  Nimmt  man  von  diesem  leuchtenden  Punkt  zwei  Strah- 
len, den  einen  gerichtet  auf  die  vordere  Fläche  der  Linse,  da  wo 
sie  die  Axe  trifft,  den  zweiten  auf  einen  um  0"',25  entfernteren 
Punkt  (welches  der  letzte  Strahl  ist,  der  von  der  vorderen  Flä- 
che noch  gebrochen  werden  könnte)  und  führt  man  die  Rech- 
nung nach  den  strengen  Formeln,  so  erhält  man  x,  oder  die  Coor- 
dinate  des  abgebildeten  Punktes  von  der  hinteren  Fläche  der  Linse 
gemessen : 

14 "',468,  wenn  die  convexe  Seite  der  Linse  nach  dem  Object 
gekehrt  ist, 

15,966,  wenn  die  plane  Seite  der  Linse  nach  dem  Object  ge« 
kehrt  ist. 

Hieraus  ergiebt  sich  also,  dass  dieser  Punkt  ausserhalb  der 
Axe  sich  in  beiden  Lagen,  der  Linse  näher  abbilden  wird,  als  der 
Punkt  in  der  Axe  selbst,  und  dass  folglich  die  geraden  Linien  im 
Bilde  sich  so  krümmen  werden,  wie  die  Erfahrung  es  zeigt,  und 
das  Auge  es  beurtheilt. 

Es  folgt  zweitens,  dass  bei  der  einen  Stellung  der  Linse, 
wenn  nemlich  die  convexe  Seite  nach  dem  Object  gekehrt  ist, 
die  Krümmung  der  abgebildefen  geraden  Linie  stärker  sein  wird, 
als  in  der  entgegengesetzten  Lage,  ln  dem  ersteren  Fall  ist  nem- 
lich die  Differenz  der  Bildweiten  beider  Punkte  O^^Sö,  während 


408  Ueber  das  Auge. 

dieselbe  bei  der  entgegengesetzten  Stellung  der  Linse  nur 
beträgt. 

Diese  Resultate  bleiben  dem  Wesentlichen  nach  ungeändert, 
wenn  das  Object  entfernter  angenommen  wird;  allein  die  Unter- 
schiede sind  dann  nicht  so  bedeutend.  Steht  die  convexe  Seite 
dem  Object  zugewandt,  und  ist  dasselbe  ein  unendlich  entfern- 
ter Punkt  in  der  Axe,  so  findet  man  für  die  vorige  Linse  die 
Entfernung  des  Brennpunkts  11  "'.ÖO. 

Bildet  der  leuchtende  Puukt,  wie  vorher  mit  der  Axe  den 
Winkel  9°  1'  10  " und  ist  derselbe  wiederum  unendlich  entfernt, 
so  findet  man  für  xt  den  Werth  11  ‘“So.  Somit  beträgt  der  Unter- 
schied der  Brennweiten  0W,55,  wenn  die  convexe  Seite  die  pa- 
rallelen Strahlen  empfängt;  sie  beträgt  dagegen  nur  0",43 
(=  13  "V21  — 12,78)  wenn  die  ebene  Seite  nach  dem  strahlenden 
Punkt  hinweist. 

Wie  man  sieht,  ist  die  Krümmung  der  ebenen  Objecte  im 
Bilde  einer  und  derselben  Linse,  desto  unmerklicher,  je  weiter  das 
Object  von  der  Linse  sich  entfernt,  obgleich  der  Gesichtswinkel 
derselbe  bleibt;  ferner  ist  auch  der  Unterschied  der  Krümmung, 
je  nachdem  die  Linse  gehalten  wird,  unbedeutender  bei  den  ent- 
fernteren Gegenständen.  Daher  kömmt,  dass  bei  den  Objectivlin- 
sen  der  Fernröhre,  wenn  sie  planconvex  sind,  die  convexe  Seite 
nach  Aussen  gewandt  werden  kann. 

Wir  sind  nunmehr  zu  dem  Punkt  gelangt,  wohin  wir  diese 
Untersuchung  zu  führen  beabsichtigten.  Ein  einziges  Auge  genügt 
also  der  Aufgabe,  den  relativen  Ort  der  gesehenen  Objecte  zu 
bestimmen,  und  daher  das  Relief  zu  beurlheilen.  Es  benutzt  dazu 
die  Adaptirung,  und  daher  kann  man  das  Vorhergehende  auch  als 
einen  Beweis  für  diese  Thätigkeit  ansehen,  die  man  dem  Auge  so 
häufig  hat  absprechen  wollen.  Ja  nicht  bloss  dieser  Thätigkeit 
bedarf  es,  sondern  auch  des  Bewusstseins  darüber,  sonst  wird 
man  die  besprochenen  Thatsachen  nicht  erklären.  Eine  Schwierigkeit 
scheint  bei  der  Adaption  vorhanden  zu  sein,  nämlich  die  Sicher- 
heit zu  erklären,  womit  das  Auge  sie  bewirkt.  Auf  einen  Punkt 
gerichtet,  adaptirt  es  sich  sehr  rasch  und  man  spürt  nichts  von 
einem  Schwanken,  einem  Probiren,  dem  wir  uns  unterziehen  müs- 
sen, wenn  wir  ein  oplisches  Instrument  einstellen  wollen,  da  wir 
aus  dem  Anfangs  undeutlichen  Bilde  nicht  abnehmen,  nach  wel- 
cher Richtung  die  nothwendige  Veränderung  getroffen  werden 
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muss.  Allerdings  ist  ein  einziges  Auge  über  die  relative  Lage 
zweier  Punkte,  w7enn  ihre  Entfernung  sich  wenig  unterscheidet, 
unsicher;  allein  dann  ist  der  Unterschied  in  der  Adaptirung  un- 
bedeutend, und  das  Auge  verbleibt  in  der  Unsicherheit,  wenn  es 
nicht  durch  die  Hülfe  des  anderen  Auges  unterstützt  wird.  Ist 
der  Unterschied  dagegen  grösser,  betrachtet  man  z.  B.  das  Bild, 
welches  eine  convexe  Linse  giebt,  dann  beurtheilt  das  Auge  ohne 
Schwanken  die  gekrümmte  Gestalt  von  Gegenständen,  die  ihm 
sogar  anderweitig  als  eben  bekannt  sind.  Die  Sicherheit  ist  in 
diesem  Fall  so  gross,  und  die  Erscheinung  stellt  sich  jedem  Auge, 
selbst  wenn  es  niemals  zu  dergleichen  Versuchen  hinzugezogen 
worden,  mit  solcher  Leichtigkeit  dar,  dass  die  Vermuthung  erlaubt 
ist,  die  Adaptirung  spiele  bei  der  Beurtheilung  des  Reliefs  im  All- 
gemeinen eine  wichtige,  nicht  bloss  secundäre  Rolle. 


Das  Mjopodiorthoticon. 

Unter  diesem  Namen  hat  Bert  hold  in  Göttingen  ein  Instru- 
ment beschrieben  *),  welches  die  Aufgabe  hat,  den  Fehler  der 
Kurzsichtigkeit  zu  verbessern.  Folgende  Beschreibung  wird  das- 
selbe, so  viel  zur  Ausführung  nöthig  ist,  erkennen  lassen.  An  ei- 
nem nach  gewöhnlicher  Art  eingerichteten  Lesepulte  sind  zwei 
aufrecht  stehende  Säulen  befestigt,  auf  welchen  eine  horizontale 
Querleiste  hinauf  und  herunter  bewegt,  und  in  einer  beliebigen, 
mittelst  einer  angebrachten  Skala  zu  messenden  Entfernung,  befe- 
festigt  werden  kann.  Die  Queerleiste  trägt  in  ihrer  Mitte  ein 
Brett  mit  einem  Ausschnitt  für  die  Nasenwurzel,  um  den  Kopf 
darauf  zu  legen,  und  die  Augen  in  einer  bestimmten  Entfernung 
von  einem  auf  dem  Pulte  liegenden  Buch  zu  erhalten.  Beträgt 
diese  Entfernung  das  Maximum  derjenigen,  in  welcher  der  Kurz- 
sichtige noch  bequem  zu  lesen  vermag,  und  übt  er  dies  einige 
Zeit,  so  kann  er  die  Queerleiste  nun  höher  stellen  und  so  fort- 
schreitend in  immer  grösseren  Entfernungen  lesen. 

Ich  habe  ein  solches  Instrument  anfertigen  lassen,  und  sowohl 
an  mir  als  einigen  anderen  Personen  Versuche  mit  demselben  an- 
gestellt, welche  Be rthold’s  Erfahrungen  vollkommen  bestätigten. 


0 Göttinger  gelehrte  Anzeigen.  Jahrgang  1840,  Stück  66, 
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Namentlich  ist  es  einem  meiner  Zuhörer»  gelungen,  das  Buch  nach 
25  Tagen  schon  um  14  Linien  entfernter  von  den  Au^en  zu  hal- 
len  als  Anfangs.  Dass  aber  die  Kurzsichtigkeit  im  Allgemeinen  da 
bei  vermindert  worden  sei,  scheint  mir  aus  Gründen  nicht  wahr- 
scheinlich, die  ich  anführen  werde.  Um  hierüber  messende  Ver- 
suche anzustellen,  halte  ich  vor  und  während  des  Gebrauchs  des 
Instruments  das  im  Abschnitt  über  die  Adapiirung  beschriebene 
Instrument  angewandt.  Obgleich  dasselbe  keine  grosse  Genauig- 
keit zulässt,  so  konnte  es  doch  dazu  dienen,  eine  etwas  beträcht- 
liche Veränderung  in  der  Güte  des  Auges  anzuzeigen.  Bei  dem 
erwähnten  Studirenden  fand  sich  die  grösste  Entfernung  für  das 
Einfachsehen  der  Spitze,  vor  dem  Gebrauch  des  Instrumeuts  = 
52 '",6  als  Mittelwerth  aus  fünf  Versuchen.  Nach  dem  Gebrauch 
des  Instruments  fand  sich  dieselbe  Entfernung  an  drei  auf  einan- 
der folgenden  Tagen,  und  zwar  wiederum  im  Mittel  aus  fünf  Ver- 
suchen = 53,1  53,3  51,4. 

In  der  Zwischenzeit  war  die  Seheweite,  wie  gesagt,  um  14'" 
grösser  geworden,  wovon,  wie  mau  sieht,  das  Optometer  wenig 
oder  nichts  angiebt.  Die  unter  sich  abweichenden  Werthe  kom- 
men auf  Rechnung  der  Unsicherheit  des  Optometers,  die  sich  bei 
der  grössten  Sorgfalt  nicht  vermeiden  lässt.  So  ergab  z.  B,  die 
eine  Beobachtungsreihe  folgende  Werthe  52, 

54, 

52.5 

50.5 

56.5 
Mittel  53,1 

Nur  das  lehren  diese  Versuche  am  Optometer,  dass  die  Kurz- 
sichtigkeit, wenn  überhaupt,  dann  doch  nicht  in  dem  Maasse  ab- 
nahm, als  die  Lese  weite  grösser  wurde.  Es  muss  also  einen  Um- 
stand geben,  der  die  Leseweite  zu  vergrössern  vermag,  ohne  dass 
gerade  die  Güte  des  Auges  sich  verändere,  und  diesen  erkläre  ich 
mir  bei  dem  Gebrauch  des  B er th ol duschen  Instruments  auf  fol- 
gende Art.  Das  Lesen  wird  durch  ein  sehr  oberflächliches,  ra- 
sches Sehen  bewirkt,  wobei  nur  einzelne  Buchstaben,  die  Form 
der  Worte  wahrgenommen,  dabei  Vorangehendes  und  selbst  das, 
was  folgt,  mit  berücksichtigt  wird.  Will  man  sich  von  diesem 
oberflächlichen  Sehen  überzeugen,  so  beachte  man,  welche  ganz 
andere  Anstrengung  es  erfordert,  wenn  man  Gedrucktes  für  die 
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Correctur  zu  lesen  hat,  obgleich  auch  hier  noch  nicht  das  Genaue- 
ste Sehen  angewandt  wird.  Was  nun  das  gewöhnliche,  ober- 
flächliche Sehen  an  betrifft,  so  ist  hierin,  mit  Bezug  auf  jede  Art 
von  Objecten,  eine  Uebung  möglich;  das  Auge  gewinnt  mehr  und 
mehr  Kennzeichen,  die  sein  Geschäft  erleichtern,  wie  das  Jedem, 
der  seine  Sinne  beachtet,  hinlänglich  bekannt  ist.  Gewöhnt  man 
sich  eine  Zeit  lang  dieselbe  Art  Gedrucktes  zu  lesen,  wie  Ber- 
thold  dies  anräth,  dann  wird  die  Folge  sein,  dass  man  dasselbe 
noch  leichter  als  Anfangs  erkennt,  und  so  wird  man  es  bald  ent- 
fernter halten  können.  Ich  glaube,  dass  bei  dem  Gebrauch  des 
Instruments  nichts  anderes  eintrete,  und  dass,  wo  dieser  Zweck 
beabsichtigt  wird,  es  gute  Dienste  leisten  wird. 

Da  jedoch  der  Gegenstand  das  Interesse  so  vieler  Menschen 
berührt,  so  überlasse  ich  die  Entscheidung  hierüber  den  Sach- 
kennern und  erlaube  mir  noch  folgende  hierher  gehörige  Betrach- 
tungen beizufügen. 

Man  scheint  ziemlich  allgemein  anzunehmen,  dass  die  Kurz- 
sichtigkeit durch  häufiges  Sehen- in  grosse  Entfernungen  gehoben 
oder  doch  vermindert  werden  könne,  und  beruft  sich  dabei  einer- 
seits auf  Leute,  wie  Schiffer,  Jäger,  welche  in  grosse  Entfernun- 
gen sehen,  und  weitsichtig  sind,  und  andererseits  auf  Leute,  de- 
ren Beschäftigungen  in  grosse  Nähe  vollführt  werden,  und  welche 
kurzsichtig  sind.  So  überaus  häufig  Erfahrungen  dieser  Art  auch 
sein  mögen,  so  hat  es  doch  wohl  noch  Bedenken,  ob  das,  was 
man  daraus  schliesst,  auch  wirklich  daraus  folge.  Nach  dem,  was 
so  eben  über  das  oberflächliche  Sehen  und  über  die  Uebung  be- 
merkt worden  ist,  welche  das  Auge  im  Erkennen  von  Gegenstän- 
den sich  aneignet,  ist  es  begreiflich,  dass  Jemand,  auch  wenn  er 
noch  so  geeignete  Augen  hat,  auf  der  Jagd  oder  von  entfernten 
Schiffen  das  nicht  erkennen  wird,  was  der  in  dergleichen  Dingen 
Geübte  mit  Leichtigkeit  erkennt.  Etwas  Aehnliches  findet  mit 
Bezug  auf  das  Erkennen  sehr  naher  Gegenstände  statt.  Dem  gu- 
ten Auge  wird  dies  Anfangs  nicht  leicht;  aber  die  Uebung  wird 
auch  hier  viel  thun;  sie  wird  nach  einiger  Zeit  ein  Erkennen 
von  gewissen  Objecten  in  grosser  Nähe  möglich  machen,  obgleich 
das  Auge  hierbei  nicht  kurzsichtiger  geworden  ist.  Hierzu  kömmt 
noch  eine  Betrachtung,  die  für  den  vorliegenden  Gegenstand  nicht 
unberücksichtigt  bleiben  dürfte.  Individuen,  welche  von  ihrer  Ju- 
gend an  kurzsichtig  sind,  werden  schon  desshalb,  und  zwar  mit 
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lieber  das  Auge, 

einiger  Nothwendigkeit,  auf  Beschäftigung  hingeführt,  die  in  gros- 
ser Nähe  vorgenommen  werden,  umgekehrt  diejenigen,  weiche 
von  Jugend  auf  weitsichtig  sind.  Wenn  man  folglich  Beschäfti- 
gung in  grosser  Nähe  mit  Kurzsichtigkeit  und  Beschäftigung  in 
grosser  Entfernung  mit  Weitsichtigkeit  begleitet  sieht,  so  wird 
man  sich  zu  hüten  haben,  hierbei  Ursache  und  Wirkung  nicht 
zu  verwechseln.  — 


Königsberg,  im  October  1841. 
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